Matematik CTH&GU

Tentamen i flervariabelanalys F1/TM1 (MVE035) och reell matematisk analys F, delB

(TMA975), 2010-08-24, kl. 8.30-12.30i V

Hjidlpmedel: Inga, ej heller riknedosa,

Telefon: Peter Lindroth, tel. 0703 — 088304

OBS: Tentan réttas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden pa samtliga inldmnade papper.
Fyll i omslaget ordentligt.

1. Lat F(x,y,z) =x" + yz +xsin(71y).
a) Ange en ekvation for tangentplanet till nivaytan F(x,y,z) =3 i punkten (1,1,2). (4p)
b) Ar nivdytan F(x,y,z)=3 lokalt kring (1,1,2) en funktionsyta z = f(x,y)? (2p)

2. Los differentialekvationen (DE) cosh(x) £, = ysinh(x) f, =2ycosh® (x).
[Ledning: infor nya koordinater u =x och v =en karakteristisk koordinat till (DE) ]. (7p)

3. Beriikna volymen av den kropp K O R’ som ges av olikheterna

x4—4SyS2—x2,OSz£3—x2. (7p)
2( 2 2\4 2 2\7
4. Finns det a OR sd att F(x,y) = (y b :y ) )= UGRED J dr konservativt i
X X
halvplanet x >0? Om ja, bestim for detta (dessa) @ en potential till ' 1 x>0. (7p)

5. Lat A(x,y,z) :(x2 -y’ cos(z), y* +x’ cos(z), (x2 —yz)cos(z))
och Y:2x* +2y* +3(z-3)" =32,220.

a) Har A en potential i R*? Har A en vektorpotential i R*? (4p)
b) Berikna flodet av rot A genom Y i riktning bort fran origo
b1) med hjilp av Gauss sats ~ b2) med hjdlp av Stokes sats.  (4p var) (8p)

6. Vilka virden antar f(x,y)= \/(x —1)* +y? +\/(x—3)2 +y? pacirkeln (x=2)* +1y? =32 (7p)
7. Visaattom f:R* — R dr C'ien 6ppen mingd ©Q O R* sa dr f differentierbari Q. (7p)

8. Visaattom JF:R” — R" ir C'ien 6ppen, bagvis sammanhingande mingd Q2 OR” och

j I+ dr &roberoende av vigeni Q2 sa har JF en potential 1 2 (2 <m[] N) . (7p)
C

Betygsgranser:  24p —35p ger betyget 3,  36p —47p ger betyget 4, 48p eller mer ger betyget 5 BB



Tentamen i flervariabelanalys for F1/TM1
(mve035), 10-08-24

uppg. 1

F(x,y,2) = 2*+yztwzsin (ry) ir C1iQ = {(z,y,2) 12 > 0,y > 0,2 > 0} C R3.

grad F (z,y,z) = (22*~ ! +sin (1Y) , 2 + 7z cos (7y) , 2% Inz + y).

Punkten (1,1,2) ligger i Q och F (1,1,2) = 3.

a) Tangentplanet till ytan F' (z,y, z) = 3 i punkten (1,1, 2) har ekvationen
grad F (1,1,2) e (z — 1,y —1,z—2)=(2,2—-mDe(xz—1,y—1,2—2) =
=2r—-24+Q2-my—-2+71+z—-2=2x4+2—-my+z+7—6=0.

b) F/(1,1,2) =1 # 0, implicita funktionssatsen ger att ytan F' (x,y,2) = 3
lokalt i punkten (1,1,2) #t en (C'—) funktionsyta.

svar: ’237—&—(2—77)3/—1—2:6—#‘. Sa ser ytan F (1,1,2) = 3 ut néira (1,1,2):

uppg. 2

Vi bestdmmer en karakteristisk koordinat v till differentialekvationen

(DE) cosh (z) f; — ysinh (z) f, genom att losa () y' = 730551;‘;”:

(¥) < cosh () y + ysinh (z) = 0 < (cosh (z)y)' = 0 < cosh (z)y = c.

Vi véljer alltsd som nya variabler v = cosh (z)y och u = z (t. ex.) och far da:
cosh (z) f; — ysinh (2) f;, = 2y cosh® (z) blir i u, v—planet

cosh () (1 fl +ysinh (z )f ) — ysinh (x) (0-f), + cosh (z) f,)) = cosh (z) f,, =
= 2y cosh® (z) < f/ = 2vcoshu med l6sningen f (u,v) = 2sinh (u) v 4 g (v).

svar: ’ f(x,y) = ysinh (2z) + g (y coshz) dér ¢ dr en godt. Cl—funktion‘

uppg. 3

PéD:{(aj,y x—4<y<2—x} R2ir —/2<z<+2
(ty 2t —4<2 -2 & 2? x—6—( )(m2+3)§0@|x\§\/§)
och f(x,y) =3 — 22 > 0, kroppen K = {x y,z):(x,y)€D70§z§3—x2}

3—z? V2 2—x?
har d& volymen m (K) = [ ( J dz) dedy = [ ( [ (3-2?) dy) dzx =
D 0 zi—4

-V2




V2
=/ (3*%‘2) (27x27x4+4)dx:2f(18+m672x479:c2)d:c:
V3 0

K

omradet D och kroppen

= 808v/2

: svar:

uppg. 4
2 $2+ 2\« ZE2+ 2\ @
I halvplanet = > 0 #r P och Q C! och
a—1 a a—1

@ (ry) = —y VT A (2 g2 gag),

22 2\a—1 alz2 2\a—1, 3 22 2\a—1
Py (a,y) = 2L oA 0 )T (5 (02 1 42) 4 2ay?),
alltsa IF konservativt i z > 0 & Q) (v,y) = P, (z,y) iz >0 [y # 0]

24 .2 _ 2 _ 2 .2 2 2,2 — 2 4 .2

Sty 20 —2x+y)+2ay<:) 2a(x —l—y)—x +y° &
(2 +y* #£0] & a=—3.

For a = —% finns da en potential ® : R? — R sa att for z > 0

2
/ — Yy
(I)x =r (1’,y) T2 x24y? 2.2
_ _ = —/z* %
<I).;J - Q(‘T7y) T /1231+y2 > & (m,y) = 9; Y +g(1’) 7
2
—— V22 +y? 2 |
z24y2 !
SO = W) = GO O S Gy m @ =e

— /12_;’_ 2
3 P(wy) =~

T

2

vi véljer ¢ = 0. svar: o = —

uppg.o

A= (ac2 —y3cosz,y% + 23 cos z, (x —y2) cosz)7
V= {(2,5,2) 1 2% + 22 +3(: - 3" = 82,2 > 0] CR®.

2

a) Adr C1iR3 rotA = 8%, 8% a% =
z? —ydcosz y?+a’cosz (2% —y?)cosz

= (—2ycosz + a®sinz,y®sin z — 2z cos z, 3 (22 + y?) cos 2) # (0,0,0), alltsd har

A ej en potential i R3.



divA =2z + 2y + (y2 — x2) sin z # 0, alltsa har A ej en vektorpotential i R3.
b) Vi observerar forst att z = 0 for 222 + 2y? + 27 = 32, dvs. for 22 +¢% = g
och sitter D = {(z,y) : 2> + y*> < 3} och

K= {(x,y,z) (222 + 22 +3(2—3)° <32, 2> O}, da ar OK =Y UD.

Sa ser Y ut:

Flodet av rot A genom Y bort fréan origo (= ut ur K) &r F = [[rot A - ndS.
b1l) Med Gauss: [[rot A -ndS = [[rot A-ndS + [[rot A- (1(/),0, —1) dady =
= [[[ div (rotaz) dzdydz =0 (d:; (rot A) =0 ty i ar C? eller rékna ut det)
allsfc(é ar F = [[rot A-(0,0,1)dzdy = [[ 3 (2% + y*) dady =
D D

2#\/% 4
_ _ Sgp — 978 (/2 = B
= [pol. koord.] = { Of 3redr = 27y (\/;) 2
b2) Med Stokes:
F= ffrotA ndS = fA dr = [0Y = 0D (moturs), z =0 ( = dz = 0)]
:f(m —y)dx—i—(y —i—x)dy ff3(x +y?) dady = BT (s. o.).
oD
Utan Green med 0D : r = r(t) = (\/gcos t, \/gsmt> ,0 5 o
F= [ (z2—y®)de+ (y?*+2°)dy =
oD

= ((—%\/gcos2t+ % sin® t) sint + (g\/gsin% + % cos® t) cost) dt =
0
27

= (—g\/gcosztsint + % (sin4t + cos? t) + %\/gsinztcost) dt =
0

[sm t-l—COS = (1 cos2t)2+(1+0082t)2 (]_—I—COS (Qt)) 3+cos4t}

2m
:{ \/>c05 t+2 fsm t+75t+3281n(4t)] = I,
0

ANM: Y kan parametriseras t.ex. som: Y : r=1r(0,p) =

o

= (4Sinecosg0,4sinesin<p,3—|— \%0080) ,0< 9 <2m,0<6<m—arctan

eller som funktionsytor Y = Y, UY_ med Y : z = 344/ w, z24y* < 16



OChY—:Z:3*\/@a%S$2+y2S16. svar: | 5%
uppg. 6

Vi skall bestdmma det storsta och det minsta virde som

f(z,y) = \/(x — 1)+ 2+ \/(x —3)? + ¢2 antar under bivillkoret

g(z,y) = (-2 +4%—3 =0 (dvs. "pa cirkeln v : (z —2)> + % = 3").
~ #ér kompakt och f #r C° pa v, alltsd antar f pa v ett minsta viirde m och
ett storsta M, vidare dr v bagvis sammanhéngande, enligt satsen om mellan-
liggande virden antar da f alla virden mellan m och M och dédrmed &r sokta
Vi = [m, M]. Enklast hittar man m och M om man studerar nivakurvorna till
f’ det ar ellipser f (z,y) = |(I’,y) - (170)| + |(I7y) - (330)| =c

(alla punkter (z,y) i planet vilkas avstand till punkterna (1,0) och (3,0) har
konstant summa c): eftersom ellipsen och cirkeln har samma mittpunkt s& fas
minsta och storsta ¢ i punkterna (2, i\/g) och (2 +/3, 0), se figur:

En enkel l6sning fas dven genom att elimi-
nera y: bivillkoret ger y? =3 — (z — 2 , bestéim nu det storsta/minsta virdet

av h(2) = /(@ = 1> +3— (& -2 +\/ 43— (z—2)>2=
=2z + V8 — 2z f0r2—\f§x§2+\[. for inre punkter
0<2—\/§<x<2+\/§arh’(a§)=%—2\/%:0<:)4—x=x,detger

(enda) stationiira punkten x = 2, tillsammans med randpunkterna 2 + v/3 har
vi samma kandidater som ovan.

Vi kan dven bestimma kandidaterna for extrempunkter med Lagranges mul-
tiplikatormetod: berdkna det storsta och det minsta virde som f (z,y) antar
under bivillkoret g (z,y) = (z — 2)* + y*> — 3 = 0:

gradg (z,y) = (2(x —2),2y) # (0,0) pad v ty (2,0) ¢ ~. Alltsa géller for ex-
trempunkter grad f = Ao grad g fér nagot )\0‘

z—1 o
{ fr=2ogp | Ve +\/<m 3>2+ s =202 =2) ()
Y

! = X\og, = Ao2 2
fy 09y Va1 12 \/(T 3 g2 02Y (2)
fall 1: y = 0: Bivillkoret ger kandidaterna (2 + /3, 0).
fall 2: y # 0: (2) ger 2)\p = L + L och (1) ger da

VE-1%y2  \(z—3)%+y2
1 1
= —2) —
+y2 (\/<w—1>2+y2+V<w—3>2+y2>(x )

4

r—1 x—3
V(@=1)2+42 * V(@-3)?




= (2-1)4/(z-3)"+y2+ (@ -3)\/(z—-1)°+y2 =

- (\/(:v_3)2+y2+\/(x—1)2+y2> (z—2)

= \/(x73)2+y2: \/(x71)2+y2 = z—-3==%(x—1),alltsda x =2
och bivillkoret ger kandidaterna (2 +V3 ) m, M finns bland

(2+f 0) =2v3=f(2—V3,0) och f (2,+£V3) =4, alltsa

=2v/3 och M = 4.

Ytterligare en 16sning fas genom att parametrisera
vx =2+ V3 cos t,y = V3sint och bestimma max/min av

g(t) = \/(1+\/§cost)2+sin2t+\/(—1+\/§cost)2+sm2t:
:ﬁ(\/2+\/§cost+ \/27\/§cost), —r<t<m:

/(t) _ 1 < —V/3sint 4 V3sint ) _ V3sint <\/2+\/§Cost \/2 3c05t) _

g \/2+\/§cost \/2 \/gcost \/5 \/2+\/§cost\/2 \/§cost

3v2sintcost =05 us
\/2+\/§c05t\/2 \/?)CObt(\/2+\/§)CObt+\/2 3c05t) 0 oty € {0, 2}

(g #&r jimn); max/min finns bland g (0) = g (7) = 2v/3 och g (g) =4.

ANM: Vi har visat: 2/3 < |z —1|+|z—3| <4 da [z -2 < V3 (2 €C)!
svar: [2\/5,4]
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