Matematik CTH&GU

Tentamen i flervariabelanalys F1/TM1 (MVE035) och reell matematisk analys F, delB

(TMA975), 2010-03-11, kl. 8.30-12.30i M

Hjidlpmedel: Inga, ej heller riknedosa,

Telefon: Ragnar Freij, tel. 0703 — 088304

OBS: Tentan réttas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden pa samtliga inldmnade papper.
Fyll i omslaget ordentligt.

1. L&t f(x,y)=x"+y’ =3xy.

a) Ange en ekvation for tangentplanet till ytan z = f'(x,y) i punkten (1,2,3). (4p)
b) I vilken riktning vixer f (x,y) mest i punkten (1,2)? (2p)
¢) Motivera varfor nivdkurvan f(x,y) =3 lokalt kring (1,2) &r en funktionskurva

y=h(x) ochberikna A'(1). (4p)
d) Bestidm alla stationéra punkter till f och deras karaktir. (6p)

2. Lat £(0,0)=0 och f(x, y):M for (x,y)#

a) Visa att f ar differentierbar 1 origo. (4p)
b) Berikna den totala massan av kroppen
K :{(xayaZ)DR3 .x2 +y2 <LT 0<Z<1_f(xay)}
dé dess densitet ar p(x,y,z =3/x* (6p)
3. Lat v(x,y,z) = (z—y, Jx, y—\/;), Q :{(x,y,z) OR?: x> 0} och
Yir=r(u,v) =(u2, u+vi,u —v), (u,v)OD Z{(u,v) OR*:0su<2,-1<vs 1} )
a) Beridkna areaelementet pa ytan ¥ m.a.p. den givna parametriseringen och
ange arean av Y som en dubbelintegral 6ver D (du skall inte berdkna denna integral). (3p)
b) Har v en potential i 27? 2p)
c¢) Har v en vektorpotential 1 27? (2p)
d) Berdkna flodet av v genom ytan Y iriktningen r, Xr, . (6p)
4. Lat E = ( Zet 2) (det elektrostatiska faltet kring z-axeln).
Vilka virden antar fltstyrkan | E| pa ellipsen (x+y)* +y> =102 (7p)
5. Formulera och bevisa en sats om derivering av en sammansatt funktion 1 (x(¢),y(¢)). (7p)
6. Visaatt om JF:R’ - R’ ir C'och virvelfritt i en 6ppen, enkelt ssmmanhingande mingd
QOR’ sd ir J- IF+ dr oberoende av vigeni 2. (7p)

Betygsgranser:  24p —35p ger betyget 3, 36p —47p ger betyget 4, 48p eller mer ger betyget 5 BB



Tentamen i flervariabelanalys for F1/TM1
(mve035), 10-03-11

uppg. 1

f(z,y) =2%+y> — 3oy sir C, f(1,2) = 3.
a) fr=3z®—3y, f; =3y* — 3z, alltsa grad f (1,2) = (—3,9).
Tangentplanet till ytan z = f (x,y) i punkten (1,2, 3) har ekvationen
z=fL2)+ (L2 (-1 +f,(1L2)(y-2)=3-3(@@—-1)+9(y—2).
b) f(x,y) vixeri (1,2) mest iriktningen grad f (1, 2), alltsa i riktningen (—1, 3).
c) f,(1,2) =9+#0, implicita funktionssatsen ger:
lokalt kring (1,2) &r &r nivakurvan f (z,y) = 3 en funktionskurva y =
derivering av f (z,h (x)) = 3 ger f; + f,h' =0, alltsa b’ (1) = —ﬂ% =
Nivakurvorna f (z,y) = 0 (Descartes dglal),
f(z,y) =2 och f(z,y) =3 (bla): och ytan z = f (z,y):

A 2 —
B e e ISR ARIEL:
fall 1: z = y: fl (z,z) =3z (x — 1) =0, det ger de stationdra punkterna

(0,0) och (1,1).
fall 2: x +y+1=0: fi(x,—1—2)=3(2? + 2z +1) = 0: ingen l6sning
[eller: fI =0 = xQZyax‘L—w:x(m—l)(xQ—l—x—kl) =0
Y

= (r=0Vz=1), f, =0 ger sedan (0,0) och (1,1) s.o.].

Att origo dr en sadelpunkt inses direkt: f (x,y) = —3zy+...(ordn. 3 termer),
Q (h,k) = —6hk dr indefinit (eller: f(0,0) = 0 och i varje omgivning

Us : 22 + 12 < 62 till origo ligger punkter déir f antar positiva resp. negativa
vérden, t.ex. f (_75,0) <0, f (g,O) > 0).

For att bestdmma karaktéiren hos (1, 1) beréknar vi den kvadratiska formen
Q (hv k) = gfc (]-’ 1) h? +2 gy (1’ 1) hk + g/;/y (15 1) k? = [ a/c/z = bz, a/c/y =-3,



z//y = 6y] = 6h> — 6hk + 6k> =6 ((h — %)2 + %k‘Q), Q &r positivt definit,
(1,1) ar alltsd en string lokal minimipunkt.  svar:

a) 3z — 9y +z=—12b) (—1,3) ¢) 3 b) (0,0): sadelpkt, (1,1): lok. minpkt.

uppg. 2

sm(w +y ) -
f (xa y) m for ( ) 7& (070) och f (0’0) =0.
a) f &r partiellt deriverbar i origo ty
sin(y? sin(y? . sin
da z — 0och f(O,y);f(0,0) = yi(/ygﬁ) =y 53 ) —0day —0 (hn(l) tt = 1),
alltsa ar f; (0,0) = f, (0,0) = 0, och f &r differentierbar i origo ty
F(@,y)—(£(0,0)+£,(0,0)z+f,,(0,0)y) lim sin(2%+y?)

(2,9)—(0.0) Varty? (2,0)—(0.0) Vo242V /a24y?
. 2
= _lim 3/7775‘“52’” ) —o.
z2y2=r—0
b) f(z y):M<1ﬂ3r (z,y) € D ={(z,y) € R? : 2% 4 y?
’ W — ’ ’
tyf6r0<t<£ar0<g():%\%§1:
sint 3/12 - T . sin 1
for 0 <t <1 éar 7 < \3[ =+t2<lochforl1<t< 5 ar \3/ < \/ggl.
Den totala massan av K = {(z,y,2) : 2> +y*> < Z O <z<1-— f(=,
med densitet p (x,y, 2) = /22 + y? dr alltsa M (K fffp x,y,2)dx

1-f(zy)
:f< g‘ ﬁd)dxdy_ff\/mo—m\/%))dmy_

f(2.0)~f(0,0) _ sin(z?) _ %sin(f2) =0

x Vx?

IN
voly
—

2) =§ (/5 -8).

(37 /AT —16) ‘
16

|svar: b) M (K) =
Kroppen K i uppg.2:




uppg.3
r=r(uv)=(v,ut+viu—v), D={(uv) eR},0<u<2,-1<v <1},
v=_(2—-y,vVr,y—v2), Q= {(z,y,2) eR},0<z}. var C'iQ.

e; e e,
a) ri,xr,=12u 1 1 |=(-1-2v,2u,4uv), Y:s areaelement #r

0 2v -1

ds = |7, x rl| dudv = \/(1 +20)° + 4u? + 16u2v2dudv och Y:s area &r
=[f \/4u2 (14 4v2) + (1 + 20)*dudv.
D

b) rotv = a[i @ @ =(1,..,...) #(0,0,0), der ger att
z-y f y - \f

v inte dr konservativt i €2, alltsd att v inte har en potential i Q ty
"v konservativt" medfor "rot'v =0".

c)dive=2 (z—y)+ a%ﬁ+ 2 (y— @) =0, det ger att v ar killfritt i Q,
alltsa att v har en vektorpotential i Q2 ty Q &r konvex.

d) Paytan Y : r = r(u,v) = (v, u+v*u—v),(u,v) € D &r
v=(2-y,Vz,y—vz) = (—v—2%u,0?) och flsdet F av v genom Y
i riktningen 7/, x 7/ dr F = ff ver Xl dudv=
7[]( v—v% u,v?) e (— 1721) 2u, duv) dudv =

fff ((v+v ) 1+2v)+2u2+4uv3)dudv:

2 —
be f v+(2+4u)v3+3v2+2u2 dv du—f2[v +2uv]ufédu:

udda jaémn

2
:2{(1+2u2)du:2[u+%ug]§:%(3+8):%, svar:

a) areaelementet pa Y dr dS = \/4u2 (14 402) + (1 + 2v)*dudv, Y:s area
arm(Y)=[[ \/4u2 (1+4v2) + (1+20)%dudv  b)nej ¢)ja d) %
D

uppg. 4

Vi bestammer det storsta och det minsta virde som den elektriska filtstyrkan
|E| = \/ﬁ = f (z,y) antar under bivillkoret g (z,y) = (z +y)*+32—10 =0

(dvs. "péa ellipsen 7 : (x + y)2 + 9% = 10"). v dr kompakt och f &r C° pa 7,
alltsa antar f pa - ett minsta viirde m och ett storsta M, vidare dr v bagvis
sammanhéngande, enligt satsen om mellanliggande viirden antar da f alla vir-
den mellan m och M och dérmed &r sokta Vg = [m, M]. Vi bestimmer nu
kandidaterna for extrempunkter med Lagranges multiplikatormetod:




gradg (z,y) = 2(z +y),2(x+y) +2y) # (0,0) parytyr+y=2+2y=0¢&
x =y = 0men (0,0) ¢ ~. Alltsd giiller for extrempunkter grad f = Ao grad g
for nagot Ag:

—L = = )2
Jr = Aogs N (m2+y )2 02(z +) PN
fy = Xog, r=Xo2(z+2y) __—m’

2x0(#2492) 2

Ao #0,2#£0,y#0ty g(0,0) #£0] < 2°+ay=1y> < (x—l—%)z:ng.

fall 1: . = —% + %y = @y: Bivillkoret ger 10 = (m+y)2 +y? =

= (% +1)2y2+y2: (8284 1) 2 =550y — 2= 255
27 545

D4 &r z2 :(‘f2 1) Y :(ﬁ)@—\/g):m 85 _1( — 4\/5 och

zy+y°® =22+ 2y
(962-5-142)2

(z,y) = \/£21+y2 :\/15175\[. OBS £ = ‘/52_1 = ¢ = gyllene snittet !!

fall 2: o = -4 — éy = f =v5=1,. Bivillkoret ger 10 = (z 4 y)* +y2 =

2
:(7\/5,1+1> yQ—i—y:(G*i‘f-&-l)y 5fy2:>y_ 20_ 51 /5

~

NG
Diar o? = (V) 52 = (355) (54 V5) = 255 —104 45 och
f (m,y) = \/x21+y2 :\/1515\@. Minsta resp. storsta viirde som |E| antar pa -y
droalltsh m=——— = Y2 ypesp. M = ——L__ = V2

Vis+5v5  5HVE V1s—5v5 5V’
Alternativt kan man parametrisera v: = /10 (cost — sint), y = v/10sint
1

och bestdmma max/min av g (t) = L = -
/ g ( ) \/10((cost—sin t)24sin2 t) V/5v/3—cos 2t—2sin 2¢’

<t< —(2sin 2¢t—4 cos 2t) _ — cos 2t(tan 2¢—2) _ ..
0<t g ( ) 2\f\/ 3—cos 2t—2 sin 2t)°% \/5\/(1700521572 sin 2t)3 0 for
@ € {arctan2 arctan3dn (cos2¢ = 0 ej l6sning!); max/min finns bland

0) = :L arctan2y _ 1 och w - _ 1
9(0) =g(m) mvg( 2 ) V1555 oc g( ) V151575
som ovan (cos(arctan 2) = %, sin(arctan2) = %)

ANM: Man kan #ven bestimma max/min av 22 + 32, men det forenklar ej.
svar: [5;(2/5, 5:(2/5] Ellipsen (med de punkter i vilka |E| &r storst/minst):




	tentamve035mars10
	tentamve035mars10los

