Matematiska institutionen CTH/GU
Tentamen i TMA975 Reell Matematisk analys F, del B den 14/1 2005, kl. 8.30-12.30.

Hjdlpmedel: Inga, ej heller rdknedosa

Telefon: Karin Kraft, 073-977 92 68

For godkint krivs minst 24 podng.

Losningar anslas i Matematiskt Centrum efter tentamen.

Resultatet anslas i Matematiskt Centrum senast tre veckor efter tentamen.
Obs! Ange namn, personnummer samt linje och inskrivningsar.

1. Bestim alla stationiira punkter for funktionen f(z,vy,2) = (zy + 2)e®T2Y3? och bestim deras
karaktar. (8p)

2. Lat f vara en C'-funktion pa R?. Visa att funktionen u(z,y,z) = if(%, 4) satisfierar diffe-
rentialekvationen

T~ +Yy— +2-—=0. (7p)
x 2z

3. Beréikna [[[,(z2? + y?) dzdydz, dir K dr det omrade som definieras av olikheterna

2+ 4+22<1, z2<x2+y2, >0, y>0, z>0. (8p)
4. Bestim minimum av 22 + y? + 2?2 da 2% + 2y + 22 = 10. (7p)

5. Berikna kurvintegralen fv F.dr, da
F = (yz cos(zy) + y, 2z cos(zy) + z, sin(zy) + z)
och « dr kurvan z = 2cost, y = sint, z = sin® 2¢, 0 < t < 27. (8p)
6. Berikna [[,, F-NdS, da Y ér ellipsoiden 422 + y? + 32% = 4 med normalriktning utét, och

(x,y B 1,2)

= , 7
(22 + (y — 1)2 4 22)3/2 (7p)
7. a. Ange vad som menas med att ett vektorfilt F = (P, Q) &r ett potentialflt. (2p)
b. Lat F = (P, Q) vara ett potentialfilt med potential U. Visa hur f7 F - dr kan berdknas med
hjalp av U. (6p)

. Lat f(z,y) vara kontinuerlig pa ett kompakt omradde D. Dela in D i delomraden. Vad menas
med en Riemannsumma hérande till en viss indelning? Visa att Riemannsummorna konvergerar
mot [ [, f(z,y)dzdy da indelningens finhet gar mot noll. (7p)
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Loésning till tentamen i Reell matematisk analys, del B, for F1 den 14/1 2005

1. Bestdm stationiira punkter till f(z,y,2) = (zy + 2)e®2¥+32, Sitt g = e*+2¥+32, Vi har

fo=WH+zy+2)g, f,=(+2@y+2)g, f.=0+3(xy+2))g,
=(y+y+ay+2)g, fy=1+z+2(y+ay+2)g, ”=(1+3(y+wy+2))g,

= (2w+2(m+2wy+2z))g, e = (24 3(z + 22y + 22))g,  fI. = (34 3(1+ 3zy + 32))g.

Il

fo=fy=fi=0geray+z=—-y= —lz—%,x ,y:%,z——%—xy——— Det finns alltsa

2
endast en stationdr punkt, (% % —g) Med derivator i denna punkt skall vi titta pa den kvadratiska
formen

Q = fl.h? + [ k> + fILIP 4+ 2f) hk + 27 hl + 2f kI
1 4 1
= (§h2 + §k2 +31% + gohk + 2hl + 4kl)e~ /3,
Kvadratkomplettering ger
el3Q = %(hQ + 10hk + 6hl) + %kQ + 312 + 4kl

1 4
= —[(h+ 5k + 31)% — 25k — 91> — 30kl] + = k> + 31> + 4kl

3 3

1 1
= g(h + 5k + 31)* — Tk* — 6kl = §(h +5k+30)2 —7(k+ 21)2 + 212.

Av detta framgar att @ ar indefinit, si att (% l, —g) ar en sadelpunkt.

2. f(s,t) dr en Cl-funktion. For u(z,y,z) = L) A
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Alltsa ar 5
Xz z z T z z x
Tu, + yuy, + 2ul = ;f;—gft'—§f+;f;+§ft'+§f—7f; =0.

3. I rymdpoléra koordinater, x = rsinfcosp, y = rsinfsiny, z = rcosf, beskrivs K av 0 < r < 1,
T150< 5,059 < 3. Dadar
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4. S6k minimum av f(z,y,z) = 2% + y? + 22 da g(z,y,2) = 2% + 2y? + 22 = 10. DA minimum antas #r
Vf = AVg for nagot tal A, dvs.

20 = A2z, 2y = A4y, 2z = A\ - 2,
eftersom Vg # 0. Vi har alltsa
zA-1)=0,y2x-1)=0, z= X\

Den forsta ekvationen séger att x = Q eller A = 1. Antag 2 = 0. Om y =0 &r g = 22z = 10, z = 5,

f=25.0my#0drz2=XA=14,9g=2y°+1=10,3>=3, f=5+1 =22 Antagz # 0. Da ir

2=A=1,22-1#0,y=0,9g=224+2=10,22 =8, f =8+ 1=9. En jimforelse av f-viirdena ger
3 1 19

att minimum ar f(0, 5 3) =1

5.4 :x = 2cost, y = sint, z = sin®2t, 0 < t < 27. Pa v #r z = 4sin’tcos’t = 22y? och dz =
2zy? dzx + 22y dy.

F - dr = yz cos(zy) dx + ydx + xz cos(zy) dy + zdy + sin(zy) dz + z dz
=d(zsin(xy)) + ydx + zdy + x dz.

Da ~ éar sluten, &r fv d(zsin(zy)) = 0. Projektionen 7, av v pa xy-planet dr ellipsen % +y? =1
genomlopt ett varv i positiv led. Om D dr omradet innanfor v, ger Greens formel

/yd:c+zdy+xdz:/yd:c+x2y2dy+x(2xy2dx+2x2ydy)
v v

—/ (y + 22%y?)dz + (2*y -|-2xydy—// [2zy? + 627y — (1 + 42°y)]dxdy

// 2zy? + 22%y — 1)dxdy = — / dedy = —pu(D) = —7-2-1= =27,

ty [[pxy® dedy = [[, 2’y dedy = 0 p.g.a. symmetri. Alltsa &r fv F.dr=—2r7

6. Medr = (z,y —1,2) ochr = |r| = (22 + (y = 1)> + 2?)¥/? &r F = &. Férr # (0,1,0) &r

O x rl—x-3r2L 232

Oz r3 r6 rd

2 2 2 2
_ —3(y—1 _ .
och analogt B%yr—f = rr#, Lz =13 siatt

2 _a(.2 Z1)2 4 .2
V-F:gr 3(x -|-(5y 1) +Z):0.
r

Punkten (0, 1,0) ligger innanfor V. Lat Y} vara sfiren 2% + (y — 1)2 + 22 = a?, diir radien a #r sa liten
att Y7 ligger innanfér Y. Om Y] har utatriktad normal, sa dr ¥V — Y rand till omradet D mellan Y
och Y1, och en tillimpning av Gauss’ sats ger att [f,,_,. F-NdS = [[[ V- Fdazdydz = 0, sa att
[y F-NdS = [f, F-NdS. PaY; & r = |r| = aoch N=I. Alltsa ar

// F-NdS = / — —dS // —dS— -4ra® = 4.
Yi Y1 Yl




