Matematiska institutionen CTH/GU
Tentamen i TMA975 Reell Matematisk analys F, del B den 8/3 2004, k1. 08.45-12.45.

Hjdlpmedel: ”Anvindarhandledning for MATLAB” av Part-Enander—Sjoberg.
Telefon: Anton Evgrafov, tel. 0740-45 90 22.
Obs! Ange namn, personnummer samt linje och inskrivningsar.

1. Taylorutveckla funktionen

2+ 3z
=" Wsin(z 4+ 2y) + ———
kring origo med termer t.o.m. andra graden (plus restterm). Visa att origo r en stationér
punkt och avgor dess karaktér. (7p)
. Bestidm stdrsta och minsta virde av f(z,y) = o2y — 223> + 5y, da 0 <2 < 3,0 <y < %
I vilka punkter antas max resp. min? (8p)
. Berékna [[}, wye~@+oyty?) dudy. dir D = {(z,y) 1y > 0} (7p)

. a. Berdkna kurvintegralen va -dr, da
F = (y22 + z, xz2, 2zyz + 11;222),

och v i#ir skiirningen mellan z? + y? + 422 = 4 och planet z = y + 1 (kurvans projektion i

zy-planet genomlops i positiv led). (6p)
b. Skriv en MATLAB-kod for att plotta ytan z? + y? + 422 = 4 och kurvan v i samma
figur. (3p)

. Berdkna ytintegralen ffy F-NdS,daY ir ytan 22 +y? + 22 = 4, z > 1, med normalriktning
bort fran origo, och
F = (y" +2°2 2° + ¢’z 2% + ay). (7p)

. Transformera differentialekvationen

x2ugx + yQUZy + 2a:yugy =0
genom att gora variabelbytet s = £, ¢ = zy? (z > 0). Los dérefter ekvationen. (7p)
. Bevisa kedjeregeln for derivering av den sammansatta funktionen f(g(t)) (ange forutsétt-
ningar). (7p)
. Formulera och bevisa Stokes’ sats. (8p)

KH



Losning till tentamen i Reell matematisk analys, del B, fér F1 den 8/3 2004

1. Anvénd envariabelutvecklingarna ¢! = 1+¢+O(t?), sint = t+ O(t*), i = 1 —t+t*+ O(t*) da t — 0.
Da fas (dar = /22 +y?2 = 0)
f@y)=1+z+y+00)]z+2y+00")] + (24 32)[1 - 22—y +42” + ¢ + dzy + O(°)]
=424+ 22 +22 + 30y + O(r3) + 2 — z — 2y + 227 + 2% + 5y + O(r?)
=2+ 32% + 8xy + 4y° + O(r®).
Ur detta avlaser vi att f,(0,0) = £,(0,0) = 0, dvs. origo &r en stationdr punkt. Tillhérande kvadratisk
form &r Q = 2(32” + 8zy + 4y*) = 6[(z + 3y)* — §y°], som &r indefinit, varfér origo &r en sadelpunkt.

— 3 . .e . . .
2. flz,y) =22y — 222 +5y,0<2<3,0<y< 5. Sok forst inre stationéra punkter.
fh=2xy —2y° =2y(z —¢y*) =0, fl',:a:2—6:cy2+5:0.

y = 0 skulle ge z2 +5 = 0, vilket inte gar. Alltsd &r z = y? och 22 — 622 +5=0,22 =1,z =1,y = £1.

Inre stationdr punkt: (1,1).

Undersok ran den: a) ¢ = 0: f (O,y) = 5y som &r strangt vixande; b) y f(z,0) = 0, konstant;
N =

. !

)z =3 f(3,y) =14y —6y° = fi(y), fily) =14 —18y* =0 for y = % (somar< 3, d)y =3
Fo3) = 820 M s 05 = 1)) Joa) 23— T = 0 for g = D

Intgres35anta f131nktion§véirde3n: f(1,1) =4, f(z,0) =0, f(0,2) =18 f(3,‘/77) = 289—‘/7 >3-2,5=17,5,
(33 = —33 f3,3) =1

i . V7 28v7
Alltsa: max. dr f(3,%") 9

,min. i f(3,3)=-3.

3. I = ffy>0 xye_(:c2+wy+y2) d.'ll'dy — ffy>0 a;ye_[($+%)2+%y2] dxdy
Integralen &r absolutkonvergent (ty ffy>0 |lzyle= (@ +av+H0®) dpdy < N r2e=2"rdrldp < o), och

da far man utféra upprepad integration och variabelbyte "som vanligt”. Sitt u =z +%,v = @y Da ar
1 1/2
‘;E;‘Z% = ‘ 0 \/5{/2 ‘ = ‘/75, dzdy = %dudv. Sétt sedan u = r cosp, v = rsin .

y>0 & v>0,o0ch

2 2y 2 1 2
I= // — (w+v*) 2 dudv = / / r sin o(r cos —rsingp)e " rdrd
oo 73 p(rcosp — 7 ®) v

& 1 4 1 e > 2
== e dr sin ¢ cos ¢ — —= sin? p)d ) =-0—-—= / e dr
3(/ )(/( peosp = —zsin’ o)) = 30— =2 [
1 2r 1 [ T & T

=’ =t rdr=dt :———/ te‘tdt:——(—te_too-i-/ e_tdt>= ——

Alternativ losning: I = fooo ye iv’ (ffooo xe*(m+%)2dm) dy. For fixt y &r foo me*(z+%)2dm = [z +

Y=l = [P (u—Ye¥du = [P uedu— ¥ [P eWdu =0- YT = m, s& att I =
_3 T 2 T 2 _
—E [T yre iy = [y = o] = =82 [FuteVay = — 4% ([—ee ]0 +fo SeV'dv) =
1yvmy
w0+ 3% =57

4. a)I = fv F.dr,vy:2%+y%+422 = 4, 2 = y+1. Projektionen 7, av y pa zy-planet: z2+y?+4(y+1)2 = 4,
a? +5y? +8y =0, 22 + 5(y + 5)? = 1&; en ellips i—+(y—+5)——1meda— \/—,b——
F.dr = y2°de + zdz + x2° dy + 2zyzdz + 2227 dz = d(zy2?) + 2z dx + 2°2% dz.

D4 ~ &r sluten, ar f,y d(zyz?) =0. PAy dr z =y + 1, dz = dy. Alltsa ir

I= /zdm + 2?22 dz = / (y + 1)dz + z*(y + 1)>dy = [Greens formel; D &r omradet innanfér ;]
ol 71

_ 167
55 |

4 4
= 2x(y +1)? — 1]dzd =smmetri=0—//dmd =-—7mab=—-—nT—=-=
/[ 2ty + 12 1)dsdy = symmetsi [ oy 25




b) Exempel pd MATLAB-kod:

th=[0:pi/20:pil; £i=[0:pi/20:2%pil; [Th,Fil=meshgrid(th,fi);
x=2%cos(Fi).*sin(Th); y=2*sin(Fi).*sin(Th); z=cos(Th);
mesh(x,y,z), axis equal, hold on

t=linspace(0,2*pi);

xc=4/sqrt (5)*cos(t); yc=-0.8+0.8*sin(t); zc=yc+1;
plot3(xc,yc,zc)

. Komplettera med den plana ytan Y; : z = 1, 22 + y2 < 3, s& att Y + Y7 blir randen till en kropp K pa
vilken vi kan anvinda Gauss’ sats.

// F.-NdS = /// V - Fdxdydz :/// (3z%2 + 3y?z + 22) dedydz
Y+Y; K K

= (32% + 3y e
= Y- +2) zdz p dzdy
z24+y2<3

1

. 1
= // (3% + 3y% + 2)—[4 — (2% + y*) — 1]dzdy = [polira koord.]
2+y2<3

27 1 3
/ / (312 +2)(3 — 12) rdrdy = [r2 = 1] = Z-27r/ (3t +2)(3 — B)dt
0
m a2 ™ 4_5 457r
—2/0(6+7t 3)a =" = BT
PaY; &rz =1, N = (0,0,-1), dS = dady sa att [f, F-NdS = — [[,, o ,(1+ zy)dzdy =
57
[symmetri] = — [[,., >y dedy = —m-3. Alltsé &r [f, F-NdS —3r = 4%, och [f, F-NdS = TW .
. Variabelbytet s = £, ¢ = zy?, ger §% = Guls L Judl — _ 4! o2y} g’; = %%%—g—g— = Lul +2zyu;.
0 Yy 2y y O 5 0 2y y Yy
Upe = Zo (= 5Us + yup) = —guy = o yzgui = gy — (Ul + vty

. 2 2y°
02 (= L vtuly) = a1 Vit g - o,
T Zz Zz Z

01
Uy, = _(Eu; + 2zyuy) =

1
5 (s + 20y

8|~

10 0
Ea_y“’s + 2zu) + 2;t:y6—u§5 = 2zuy +
1 1
+ 2zy(= uts + 2zyuyy) = 2zu; + ﬁu's's + 42?y?u}, + dyul,,
o1 1 10 8 1 1,y
Ugy = %(—U; + 2zyuy) = _Puls + Ea_x“; + 2yu; + 237?/%“4 = —EUQ + 2yu; + ;(_l__uss +y?uyy)

1 2
+ 2wy(——uts +y uy) = o+ 2yuy — iu s + 2z uyy — y—ust

2, Y
2 II 2,11 n ! 2,4, 11 3,1
T Ugy + Y Uy, + 2TYUy, = - U + —uss + Y Uy — 2y U g

2y 2y
+2zy%ul + %u’s's + 4z?ytul, + 4yPull, — ?u's + dzyPul — x—u's's + 4z?ytul, — 2y%ul,
= 9%y u}, + 6zy’u, = 9tuy, + 6tu; = 3t(3tuy, + 2u}).

Differentialekvationen dvergar i 3tuy, +2uj = 0. uj = v ger v; + Zv = 0. Multiplicera med integrerande
faktorn efsidt = edlnt — 42/3, t2/3v’ + 273 = L(#23y) = 0, 2% = gi(s), up = t73g:(s),
u=3t"3g,(s)+h(s) = t'/3g(s) + h(s) = &' y*/3g(¥) + h(¥), dér g och h &r godtyckliga C*-funktioner
i en variabel.




