Matematiska institutionen CTH/GU

Tentamen i TMA975 Reell matematisk analys F, del B den 16/1 2004, kl. 8.45-12.45.
Hjdlpmedel: Inga, inte ens riknedosa.

Telefon: Micke Persson, tel. 0740-45 90 22, eller Jonas Hartwig, tel. 0740-35 06 46.

Obs! Ange namn, personnummer samt linje och inskrivningsar.

. Bestéim alla stationiira punkter for f(z,y) = 2%y — zy> + 2 och bestim deras karaktir.  (8p)
. Berikna [ [, ze** ¥ dzdy, d& D &r fyrhérningen med horn i (1,1), (2,0), (3,2) och (2,3). (7p)

. Taylorutveckla funktionen

f(z,y) =Incos(z —2y) —2(V/1+ (z +y)? — 1)

kring origo med termer t.o.m. tredje graden (plus restterm). Det finns en konstant a si att
gransvardet
2
(@y)=(00) > +y’

existerar. Bestam a och griansvirdet. (8p)
. Berékna [[,, F-NdS, di K &r kroppen

K ={(z,y,2) : 2 +y> < 2 <2 — 2% —¢?},
och F = (z2y, ye?, 22). (7p)
. Beriikna kurvintegralen f7 F -dr, da
F = (yzcos(zy) + (z — 1)y, zz cos(zy) + zy?, sin(zy)),

och + dr skirningen mellan 22 + %2 + 22 = 1 och planet 2z +z = 1. Kurvan genomldps i positiv
led sedd "uppifran” (fran positiva z-axeln). (8p)

. Los differentialekvationen )

ol — Sy =y,
Bestim en 16sning som uppfyller u(z,0) = z2 for z > 0. (7p)
. Vad menas med att en funktion f(z,y) &r differentierbar i en punkt (zg,y0)? Visa att om f
ar av klassen C! i en omgivning av (xg, o), s& #r f differentierbar i (zo, o). (7p)
. a. Formulera implicita funktionssatsen. (2p)

b. Betrakta problemet att maximera eller minimera f(z,y) under bivillkoret g(z,y) = 0, dér
f och g #r Cl-funktioner. Antag att punkten (a,b) ger optimum. Visa att grad f(a,b) och
grad g(a,b) ar parallella (linjért beroende). (6p)

KH



Losning till tentamen i Reell matematisk analys, del B, fér F1 den 16/1 2004

1. Stk stationdira punkter till f(z,y) = 2%y — zy3 + 22.
fl=2zy —y>+22=0,
fy=1a" = 3ay® = 2(z — 3y*) = 0.

Enligt den andra ekvationen #r antingen z = 0 eller z = 3y2. Om x = 0, ger den foérsta ekvationen
—y3 = 0, dvs. (0,0) #r en stationdr punkt. Om z # 0, & = = 3y2, y # 0, och férsta ekvationen

ger 6y° —y® + 6y = 0, 5y + 6 = 0. Vi far den stationira punkten (2, —2). I denna punkt &r
A=fl =2+2=-2B=fl =232 =z=18 ="~ 6oy = 318 geps

den kvadratiska formen Q = Ah2 + 2Bhk + Ck?. D4 A och C har olika tecken, #r den indefinit, och
(%, —g) ar en sadelpunkt. I (0,0) &r A =2, B = C =0, och Q = 2h? ér pos. semidefinit. Detta ger
ingen upplysning, men eftersom (t.ex.) f(y* v) = y*(y® —y® +y*) = v’ (—1+ 4% +y), vilket antar bade
positiva och negativa virden for sma |y|, sd &r dven (0,0) en sadelpunkt.

2. Fyrhorningen ar en parallellogram som begrinsas av linjerna z +y = 2, . +y = 5, 2x —y = 1 och
20 —y=4. Sitt u =2z —y,v =z +y . Dad motsvaras D av D' = {(u,v): 1 <u <4, 2<v <5} Vi
har

d(z,y)

d(u,v)

d(u,v) :‘ 2 -1 ‘ dudvz%dudv,

d(z,y) I 1

och vidare dr z = £ (u +v). Alltsa ér

2z — 1 1 u 1 ° ! u
ze** Vdrdy = = —(u+v)e*dudv = = (u+v)e*du ¢ dv
b 3/),3 9/, 1/,

= %/25{[(u+v)€u]t=1 _/14€udu}dv: %/25{(44-1])64—(1+U)6—€4+€}d71

:%L5{364+(e4_e)v}dv:%[964-{-(64_6)%(25_4)]: %(1364—76).

=3, dzdy= ‘

3. Med hjélp av envariabelutvecklingarna cost = 1 — 2t2 + O(t*), In(1 +¢) = ¢t + O(t?), V1+t =
1+ 3+ 0(t?),dat — 0, fas

cos(z —2y)=1-— %(x 22 4+0(*) =140, dirv = —%(x —2y)2 +0(r*) = O(r?),
Incos(z — 2y) = In(1 +v) = v + O(v?) = —%(m —-2y)? +0(r"),
I+ @+y)?=1+ %(w +y)? +0(r"),
dir r = /22 + y2 = 0 da (z,y) = (0,0). Alltsa ar
f(z,y) =Incos(z — 2y) — 2(/1+ (z+y)2 —1) = —%:ﬁ — 2% + 22y — 2% — 9% — 22y + O(r?)

= —;:ﬁ —3y% + O(r").

Nu har
[@y) +ay? _ —32 +@=3)*
.'E2 _|_y2 - m2 +y2 + (T )
3 3
griansvirde da 2 + y> — 0 om och endast om a —3 = —3, dvs. |a = 3 och gransvirdet dr da —5|




4. Kroppens projektion pa zy-planet fas av 22 + y2 < 2 — 22 — 32, dvs. 22 + 9% < 1; en cirkel D. Gauss’
sats ger

// F-NdS = /// V - Fdzdydz = /// (2zy + €* + 22) dzdydz = [symmetri]
0K
2—z%—y” o g2 g2
/// e* +22) dxdydz—// / (e* +22)dz dxdy:// [ez—i—zQ] 2+2y dzdy
24y? D ey

2m
= [poldra koord.] = / / 2 -2 —e" —rY)rdrdp = [t =1

1

1 1
_27r/ (e P+ (2t —el — )= dt—7r[—ez_t—§(2_t)3_et_§t3]
0

1 1, 8 ;
—m(—e— 2 —p— = —+1) = -2 R
m(—e 3¢ 3+e +3+ )=|m(e e+3)

0

5. Ekvationen for : 2 + y? + 22 = 1, 2z + z = 1. Eliminera z foér att fa prOJektlonen Y1 pa zy -planet:
a? +y? + (1 —2z)? =1eller 5(z — 2)? — 2 +y? =0, vilket ger ellipsen ((—)52)— + (—2% = 1. Vi har
v

F-dr = yzcos(zy) dx + (2 — 1)y dz + x2 cos(zy) dy + zy> dy + sin(zy) dz
= d(zsin(zy)) + (z — 1)y dz + zy* dy.

Eftersom + &r sluten, och z =1 — 2z pa ~, ar

Fdr = —1)yd A dy = —2zy)d 2 dy).
/7 /7((2 Yy de + zy?) dy /M« wy) de + 2y dy)

Om D &r omradet innanfor ;, ger Greens formel

2 2 2 4
F-dr:// 2z +y?)dedy = |z = = + Zrcosy, y = —=rsing, dedy = ——=r drd
/7 (y)y[5590y\/5s0y5\/5<p]
2w 4 4
——rdrd
/ / + rcoscp)+5r sin’ cp)5\/_7‘ rdy

! 4 ! 2 4 4 1 47
d Sdr- in2 pdp| = —(= —m) =] —=|
5\/_[ /r r+0+5/0 r° dr /0 sin® 90] 5\/5(571'—}—577) 55

6. Karakteristikernas differentialekvation (i zy-planet) ar (fér x > 0 och y # 0)

2d. 3d

Detta #r alltsd en exakt differentialekvation med 16sning z2 + 4% = C. Sétt s = 2® +¢3, t = z. D4 ar

, Ouds Ouot 95 Oou Ou

Yo = s0n T otor  os | ot
u = Juds oudt . ,0u
V™ 9s by m@_yw
OCh 2 2 8 26 a 28
Yo Ty =Y 9,00 Y 0U_ Tg 0 Y OU 5
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dvs. 2¢ =293 = 2(s — t2), u = 2st — 2t + g(s), déir g &r en godtycklig (deriverbar) funktion av en
variabel. Alltsa ér differentialekvationens allménna l6sning u = 2z(z? +y°%) — 22° 4 g(22 + ®). Bestim
g sh att u(z,0) = 22° — 22% + g(2?) = 2%. Med s = 2%, z = /s, blir g(s) = s — 25%/2. Da fas 1osningen

4 4
u(z,y) = §x3 + 2zy® + 22 4+ 9% — g(352 + y3)3/2 i




