Matematiska institutionen CTH/GU

Tentamen i TMA975 Reell matematisk analys F, del B den 10/3 2003, kl. 8.45-12.45.
Hjdlpmedel: ”Anvandarhandledning for MATLAB” av Pért-Enander-Sjoberg.

Telefon: Niclas Andréasson, tel. 0740-45 90 22.

Obs! Ange namn, personnummer samt linje och inskrivningsér.

1. Betrakta funktionen f(z,y,z) = zye2® 2",

a. Vilka av foljande uttryck &r definierade: grad f, div f, rot f, gradgrad f, divgrad f,

rot grad f7 Berdkna de uttryck som existerar.
b. Beridkna riktningsderivatan av f i punkten (—2,1,2) i riktningen (1,2, 3).
c. Berdkna tangentplanet till ytan f(z,y,2) = —2 i punkten (—2,1,2).

2. Berékna [[[,(z +y + z) dzdydz, da K ar kroppen som definieras av olikheterna

1<z-y<2
1< 2z -3z <3,
0<z—y+2<1.

3. a. S6k minimum av 22 + y? + 22, da 422 + y% + 2% — 22 = 3.
b. Skriv en MATLAB-kod for att plotta ytan 4z2 + y2 + 22 — 2z = 3.
4. Beriikna ytintegralen [[, z?y®dS, da Y &r sfiren % 4+ y* + 2% = 1.

5. Berdkna kurvintegralen f”r F-dr,da

Yy
F=(2 + ) 2 T T o9 2 + ’
(2zyz +y, 72 e 7y y2+22)

(3p)
(2p)
(2p)

och +y dr skirningen mellan ellipsoiden z2 +2y? + 322 = 1 och planet z = z. Kurvan genomldps

i positiv led sedd "uppifran” (fran positiva z-axeln).

6. Studera ekvationen ze®*~

(8p)

T — gy = 0 i ndrheten av punkten (1,1,1). Motivera att ekvationen

kan losas pa formen z = f(z,y) i ndrheten av (z,y) = (1,1). Bestam Taylorpolynomet av

andra graden till f(z,y) i punkten (1,1).

7. Funktionen f &r integrerbar 6ver rektangeln {(z,y) : a < z < b, ¢ <y < d}. Formulera
bevisa en sats om upprepad integration.

8. Formulera och bevisa Gauss’ sats.

KH

(7p)

och

(7p)
(8p)



Losning till tentamen i Reell matematisk analys, del B, fér F1 den 10/3 2003

1. a. grad ar definierad for skaldra funktioner, div fér vektorfunktioner och rot fér vektorfunktioner med

tre komponenter. For f(z,y,z) = zye?™+* &r

of of of

55" By’ a) = ((y+ 2my)e2z+22,me2w+z2, Zmyzeu"'zz) = 2o ts” (2zy + y, x, 22y2).

gradf:Vf:(

div f, rot f och gradgrad f ar odefinierade, medan

0*f 0*f O°f
: — . — 72 J S s
divgrad f=V-Vf=V"f=_3 y2+ 2

=2y (2 + 3z + 222?) 2+’

= 2y + 2(y + 229))e2™ " + 0 + 2wy(1 + 222)eX+?

och rotgrad f =V x Vf = 0 generellt.

b. Riktningsderivatan &r f,(a) = Vf(a) - v. Héir ar a = (-2,1,2) och v =023) o5 att Vf(a) =
v \/ﬁ

(=3,-2,-8) och f!(a) = \/%(—3 —4-24) = —%.

c. Punkten a = (—2,1,2) ligger pa ytan f(z,y,2) = —2, och en normalvektor &r V f(a) = (-3, -2, —8).
Allltsa ar tangentplanets ekvation —3(z +2) — 2(y — 1) — 8(z — 2) = 0, eller 3z + 2y + 82z — 12 =0.

.Sattu=x—y,v=22x—3z, w=2x —y+ 2. D4 beskrivsomradet av 1 <u <2, 1<v<3,0<w<1.

Vi har
1 -1 0
d(u,v,w) _ 2 0 -3 |=2,

d(w,y,z) 1 -1 1

ochz=w—u,z=4%v+32) = 5(v+3w—3u),y=z—u=(v+3w—5u). Vid variabelbytet har vi

alltsd dzdydz = Ldudvdw, si att

1 03 p2
1
/// (:U+y+z)da:dydz=/ / / (v + 4w — 5u) =dudvdw
K o J1 /1 2
1 3 1 2
—(1-1-/ vdv+1-2-4/ wdw—1-2-5/ udu)
2 1 0 1

1 7
SA+4-15)=—.

Il

3. a. S6k minimum av f(z,y,2) = 2 + 4% + 22 da g(z,y,2) = 42% + y? + 2% — 22 — 3 = 0. Déir minimum
antas dr Vf = AVg for nagot tal A, dvs.

2z = 8Az, 2y = 2\y, 22 =2A(z —1).

Det géller ndmligen att Vg # 0, ty Vg = 0 endast for x = y = 0, z = 1, villket inte uppfyller bivillkoret.
Alltsa har vi ekvationerna (1—4X)z =0, (1—A)y =0, (A\—1)z = . Den sista av dessa visar att A\ # 1,
varfor den andra ger y = 0. Forsta ekvationen ger oss tvad mdjligheter: x = 0 eller A = %. I det forsta

fallet ger bivillkoret 22 — 2z — 3 = 0 med l&sningar z = 3 och z = —1, och motsvarande virden pa f
blir d& 9 resp. 1. I fallet A = § blir z = 2, = —1, och bivillkoret ger oss nu 42? =3 — 2 — 1 = 20,

Ih

z? = 2 med tillhérande f-véirde 2 + § = 2 . Minimum &r alltsa f(:t%,o, =2

b. Det biista #r nog att skriva ytans ekvation som (2z)2 4+ y2 + (z — 1)2 = 4 (en ellipsoid) och anviinda,
modifierade rymdpoldra koordinater.

[fi,thetal=meshgrid (0:2%pi/25:2%pi);

x=cos (fi) .*sin(theta);

y=2*sin(fi) .*sin(theta);

z=1+2%cos (theta) ;

mesh(x,y,z)




4. Metod 1. Skriv 2?y? som u - N for nagot u, dir N = (z,y, z) ir den utitriktade enhetsnormalen pa Y,
och anvind Gauss’ sats. Tag t.ex. u = (zy?2,0,0) och lat K vara klotet 2> + y? + 22 < 1.

// xzdeS://u-NdS:/// V-uda:dydz:/// y? dzdydz = [symmetri]
Y
27
3/// 22 + 9% + 2% dedydz = = / / / r?r? sin @ drdfdy

:? o T' dr—ﬁ

Metod 2. Direkt berdkning med sfariska koordinater.

2w ™
// z?y?dS = / / cos? psin® @ - sin? @ sin” 6 - sin 0 dOdy
\4 o Jo

bl 27 1 1 27
= / (1 —cos®>6)?sinf db - / cos? psin® g dp = / (1 —t*)2dt - Z/ sin? 2¢ dy
0 0 0

1
47

( 15

2
211 =
3+)

| =

1
=2/ (t — 262 + 1)dt- = =
o 4

2o N

5. fv F-dr = f,y(waz +y)dz + f,y(sz — m)dy + f,y( %y + Fz)de = fw(2wyz dr + 222 dy + 2%y dz) +
Jyde+ [ % =I5 + I+ I Hirér I = [ d(z%yz) = 0, eftersom kurvan &r sluten. Kurvans
projektion y; pa zy-planet &r ellipsen 422 + 2y? = 1 genomldpt i positiv led. Om D; #r omradet

- . : 51 1
innanfor 7, ger Greens formel, eftersom ellipsens halvaxlar &r 5 och 7

1 ™
I / dz—// 1)dydx = —7 - —_
2T ’yly D] y 2 \/_ 2\/§

Om v, &r kurvans projektion pa yz-planet, ir o ellipsen 2y2 + 422 = 1 genomldpt i negativ led. D3 &ir
= f% ii%ZLdz Vektorfaltet (y;sz, y—zb) kinner man igen som det magnetiska faltet harrérande
fran en stromgenomfluten ledare lings z-axeln. Om @ ar den poléra vinkeln i yz-planet, ar I3 = fw dy =

—27 (nettodkningen i ¢ da man gar runt -y»). Alltsa &r f F-dr=0- ;% —2r= -2+ ?)w.

6. Sdtt F(z,y,2) = 2¢*~" —zy. Da F (1,1,1) = (2 + 1)e*7%|; ; ;) = 2 # 0, foljer av implicita funktions-
satsen att ekvationen F'(z,y, 2) = 0 kan 16sas pa formen z = f(x,y) i ndgon omgivning av (1,1, 1), dar f
har kontinuerliga derivator av alla ordningar. Taylorpolynomet av andra graden kring (1 1) ar P(x,y) =
FLD)+ £ 1) (= 1)+ £1(1, 1)(y— 1)+ (72,(1, 1) (o — 12 +2£2 (1, 1)z —1)(y—1)+ £1, (1, (- 1)?).
Hér ar f(1,1) = 1 och derivatorna av f fas genom implicit derivering av identiteten F(:L" y, f(z,y)) = 0.
Vi skriver z = f(z,y) och far ur ze*~% —zy =0

—2e"7 "+ (24 1) "2, —y =0, (2+1)e" %z, —2x=0.
Férz=1,y=1och z=1fis z; = f;(1,1) =1 och z; = f;(1,1) = 3. Fortsatt derivering ger

2577 = 2(z 4+ 1)e" %2 4+ (2 +2)e* (L)  + (2 + 1)e* %2, = 0,
—(z24+1)e" T2z, + (2 +2)e Tz 2, + (2 + 1)e" "2y, 1 =0,
(z+2)ez—:c(z;)2+ (z+1) F=T L _ (),

Forz=1,y=1lochz=1,2, =1,

Zy =4 fas1—-4+3422), =0, -1+3 422, —1=0, 3 +22), =0,
dvs. 20, = f1,(1,1) =0, 2}, = fI(1,1) = }

1) =1, 2y, = f1,(1,1) = =35, Allish e

Ploy) =14 (= 1)+ 5~ 1) + 5o~ Dy —1) — 150~ )%




