Matematiska institutionen CTH/GU
Tentamen i TMA975 Reell matematisk analys F, del B den 18/1 2002, kl. 14.15-18.15.

Hjalpmedel: Inga, inte ens rdknedosa.
Telefon: Hanna Martinsson, tel 0740-45 90 22.
Obs! Ange namn, personnummer samt linje och inskrivningsar.

1. Taylorutveckla funktionen

1

kring origo med termer t.0.m. tredje graden. Visa att har f en stationdr punkt i origo och
avgor dess karaktar. (8p)

2. Berékna dubbelintegralen [ [, ysin(3y — 2z)dzdy, da D &r fyrhorningen med hérn i (0,0),
(37 2)7 (Oa 3) och (_3’ 1) (Sp)

3. Bestim maximum av z +y — 2z, d& 22 + y% + 322 — zy + 222 = 5. (7p)

4. Berikna [[,, F-NdS, d& Y &r halvsfiren {(z,y,7) : 2> + y* + 22 = 1, z > 0} med normal-
riktning uppéat, och
F = (a:sz, 2yz, e’). (8p)

5. Los differentialekvationen
ye'uy, + (¥ + Duy =y, y >0,

och bestdm en 16sning som uppfyller u(0,y) = y2. (7p)

6. Beriikna kurvintegralen f7 F . dr, da

p_ 27—y 4° + 2ay)
B z? 4y ’
och « ir cirkelbagen z? 4+ y2 = 1 i forsta kvadranten fran (1,0) till (0,1). (7p)
7. Bevisa kedjeregeln for derivering av den sammansatta funktionen f(g(t)). (7p)
8. a. Ange vad som menas med att ett vektorfilt F = (P, Q) &r ett potentialfilt. (2p)
b. Lat F = (P, Q) vara ett potentialfélt med potential U. Visa hur [ » F - dr kan beréknas med
hjalp av U. (6p)

KH



Losning till tentamen i Reell matematisk analys, del B, fér F1 den 18/1 2002

1. Med hjilp, av envariabelutvecklingarna sint = ¢+ O(t%), In(1+t) = t — 5> + O(t?), &5 = 1 -t 4+ O(t?),
da t — 0, fas

Fa,9) = (2 4+ + 00%) (20 3y — Lz — 39 + 00%) — (1 - (2 +4°) +06*)

b)
= —1+4 327 — 32y + 9% — 22° + 62%y — 531:3/2 - 3y° +0(r"),
da r = /2% +y? — 0. Detta ér den sokta Taylorutvecklingen. Det framgar att f;(0,0) = f,(0,0) =0,
si att origo dr en stationiir punkt. Eftersom den kvadratiska formen 322 — 3zy + y? kan skrivas
(y — 3z)? + 222, &r den positivt definit, och origo &r en minimipunkt.

2. Fyrhorningen dr en parallellogram som begrinsas av linjerna 3y — 2z =0, 3y — 2z =9, z + 3y = 0 och
z+3y=9. Satt u = 3y — 2z, v =z + 3y. D4 motsvaras D av D' = {(u,v) : 0 <u <9, 0 <wv <9}

Vi har
d(u,v) ‘

d(z,y)
och vidare &r y = §(u + 2v). Alltsa ar

1 1 I A
//ysin(3y—2m) dmdy:// —(u+ 2v) sinu = dudv = —/ / (u+2v)sinudu ¢ dv
b .9 9 81 /s s

9 9 9
=1 [—(u + 2v) cos u]g + / cosudu p dv = 1 / (2v(1 — cos9) —9cos9 + sin9) dv

-2 3
1 3

d(z,y)
(u,v)

1
‘ =-9, dzxdy = ‘ dudv = §dudv,

U

1
= 1—2cos9+§sin9.

3. S6k maximum av f(z,y,z) = ¢ +y — 2z under bivillkoret g(z,y,2) = 2 + y% + 322 — 2y + 2x2 = 5.
Eftersom g(z,y,2) = (y—52)*+3(2+52)*+ 5522, ir méngden {(x,y, 2) : g(2,y,2) = 5} kompakt. Alltsé
antas maximum. Enligt Lagranges multiplikatorregel finns ett tal A s& att V f(z,y,2) = AVg(z, y, z) dar
maximum antas (sévida inte Vg(z,y, 2) = 0, vilket vi kan utesluta eftersom det skulle ge 2z —y + 2z =
2y —x=6z+2x =0,z =y =2=0, vilket ir oférenligt med g(z,y,z) = 5). Vi far d&

1=X2z —y+22),

-2 = A6z + 2z),
sé att 1 3 9 13
X=2$—y+22=2y—$=—32—x, y:—{,x:y—gzz—%.

Tillsammans med villkoret g(z,y,2) =5 fas (32 + 9 +3 - 12 — 31,2 = 88,2 — 5 » = i\/iﬁ. Vi far

punkterna (z,y, z) = j:\/l—ﬁ(—l?), —9,6) med f(z,y,2) = ﬂ:\/%(—l?)—‘é)—l?) = q:\;—% = 72V17. Alltsa

Ar max.vardet .




4. Komplettera Y med "botten” Y7 = {(z,y,0) : 22 + 4% < 1}, s& att Y + ¥; blir rand till halvklotet
K ={(z,y,2): 22 +y®> + 22 <1, 2 > 0}. Anviind Gauss’ sats:

//Y+Y1F.NdS:///I{V-Fdxdydz:///K((m?+y2)z+GZ)dxdydz

2 pw/2 pl
= [rymdpoléra koord.] = / / / (1% sin® 8 cos 0 + e" < )r? sin 6 drdfdyp
o Jo 0

1 7r/2 1 71'/2
= 27r/ o dr / sin® 6 cos 0 df +27r/ r {/ e”"sarsinOdH} dr
0 0 0 0

=9 1 1 40 7r/2_+_2 /1 [ 7‘(‘.059]”/2(1 T +2 1( r )d
—7T6 4S1n . 7]'07' e 0 7'—12 '/TO re r)ar

]1 by 137

0

™

12

1
+ 27 [(r —1)e" = 57"2

NuéLrffY+YlF-NdS:ffYF-NdS+ffY1F-NdS,och

Y1 Y1 Y

Zor
12 |

AlltséérffYF-Ndszlf—;+7T:

5. Karakteristikernas differentialekvation i zy-planet:

dx dy
e

= T
med l6sning —e~* = £ In(y*+1) —C, e+ + In(y* + 1) = C. Gér variabelbytet s = e~” + 2 In(y* + 1),
t=z. Da ar
o uds oudr ___ou on
T Qsfx Otdr ds  ot’
s ot y ou
Y 9sdy Otdy y2+10s’
och 9 ou 0 9
u u u u
yetu, + (y + Duy = —y5- +ye’ o +yo- =ye' o =y,
dvs. &t =e® =et. Alltsd ir u = —e ' + f(5), u(z,y) = —e ? + f(e ® + 3 In(y? + 1)). Losningen
skall uppfylla u(0,y) = =1+ f(1+ 2In(y® + 1)) = y2. Med s =1+ LIn(y? + 1) blir y2 + 1 = 2(=~V),
och vi far f(s) = e*(*=1)_ Alltsa blir 13sningen

u(x,y) = —e % 4 e2(e‘”+%1n(y2+1)—1) — (y2 + 1)62(6_”—1) —e 7|

6. Med 3% =4, ir

I / F.de =/ (2z — y?)dz + (4y® + 2zy)dy _ / (22 — y1)dz + (2y1 + z)dy
v v 2% +y! m z® +yi

7

dar v, &r en parabelbage i forsta kvadranten (i (z,y;)-planet) fran (1,0) till (0,1). Med polira koordi-
nater i (x,y1)-planet &r

2z —y1)d 2 d d d —y1d d
(22 y1)$+(5!1+:v) b _ g2ty oypdatady gy gy
x? + y3 2 +yi 2 + y3

~ 2 gy 2y 1O m =z
I = d(lnT +0)_[]n7‘ +0](1’0)—ln1+§—ln1—0—.

7

sé att




