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 §1 Ñ< O-�ZKRYEYLS"@�S>=�>PQT>PO�YZSUKRFX>P\�MCKCYTSI¥$O�>PO¡�	�G�ïR� w . w 
. � w xÏÕR�-� . w 
. � . � f � � w . w 
. � w f�ïG� . 
. � f � � . 
. �d3ïG� w 2 � w 
 § §080 f�Ð$�-� � 
 § §0 1 f�ÐG� w � ¯ 
 § §171 f � � k 
 §184 x�ÕC�8� 2 �-�/
 § §080 f�ÕR� w � k 
 § §0 1 f�ðG� k � Ú 
 § §171 f:
 § 0 f�ðG�-� w 
 §184f � � w 2 � w 
 § §080 f�ðR� k � w 
 § §0 1 f3;R� � � � 
 § §171 f�ðR� w �/
 §1?4 f�ïG� 2 �/
 § 0 f � �8� k 
 §154 f � � 2 ��
 § 0 f�ïG� w � w 
 §184d 2 ïR� w � w xÏÕR� w � w f � � w � w 4 
 § §080 f 2 r � � k � � x � ÕR� k � � f3r � � k � � 4 
 § §0 1 f 2 r � � � � ¯ x�ï$�R� � � ¯ f�r � � � � ¯ 4 
 § §171fÍiEx�ÕR�-�¹f�ïR�8�0f � �-��m/
 § 0 f 2 ðR� w � k xÏïG�R� w � k f3r � � w � k f�ðR� w � k f�ðG� w � k 4 
 §1dhx=� k � � 
 § §0 1 dÍ��ÑÅLFXFàY]�Z�ÄQT>�@�W-[P>PQ]KG�0@�S>=�>�QZ>�O�YZSUKRFX>P\�MCKCYZSX¥GO->PO1YTSIFXF@
 § §0 1 d ��;jÅ'MBAA 1 iCA �A 0�m¹dã�¡�	�$�DA �A 0`dFE u iG,Nm|JH
�dJIKE u iL,nm È ,�fM i!cEm�dNEÉiG,Nmof M i!cEm|JR@-DRQHEÉiL,Nm×¥�[]A M i!cEm9DRQ'^G¥�@�Yl¤�[]\�FISX^$KLô u õ��!W-O�\�YZSX¥GO�>�Q�;9ß9¢$�ZO�SXO�^G>�O0YZSXFIF�@�>PO�^GSXM�O-K >P\�MCKCYTSI¥$O�>PODRQLKRFXFIYT�T� 
*i!�9�Z��m�dOEÉi	�-��m9f M i!� w � k m ;
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Matematiska institutionen CTH/GU

Tentamen i TMA975 Reell Matematisk analys F, del B den 25/8 2004, kl. 14.15�18.15.

Hjälpmedel : �Användarhandledning för MATLAB� av Pärt-Enander�Sjöberg.
Telefon: Fredrik Bengzon, tel. 073-977 92 68.
Obs! Ange namn, personnummer samt linje och inskrivningsår.

1. Betrakta funktionen f(x, y, z) = xz2 + yexy.

a. Vilka av följande uttryck är de�nierade: grad f , div f , rot f , grad grad f , div grad f ,
rot grad f? Beräkna de uttryck som existerar. (3p)

b. Beräkna riktningsderivatan av f i punkten (1, 0,−1) i riktningen (−1, 2, 1). (2p)

c. Beräkna tangentplanet till ytan f(x, y, z) = 1 i punkten (1, 0,−1). (2p)

2. Taylorutveckla funktionen

f(x, y) = sin(ex−2y − 1 + 4y)− 2 ln
√

1 + x + 2y

kring origo med termer t.o.m. andra graden (plus restterm). Det �nns en konstant a så att
gränsvärdet

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) + ax2

x2 + y2

existerar. Bestäm a och gränsvärdet. (8p)

3. Beräkna
∫∫

D x3ey+x2
dxdy, där D är det område i första kvadranten som begränsas av kurvorna

y = x2, y = x2 + 1, y = 2− x2, y = 4− x2. (7p)

4. Låt Y vara ytan x = u2 + v2, y = u2 − v2, z = 2uv, 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ 1.
a. Beräkna arean av Y . (4p)

b. Beräkna ytintegralen
∫∫

Y F ·N dS, då F = (x, 0, z). (3p)

c. Skriv en MATLAB-kod för att plotta Y . (2p)

5. Beräkna kurvintegralen
∫
γ F · dr, då

F =
(x2y + y3 − x, −x3 − xy2 − y)

(x2 + y2)2
,

och γ är ellipsbågen 4x2 + y2 = 1 i första kvadranten från (1
2 , 0) till (0, 1). (7p)

6. Lös di�erentialekvationen
x2u′x + eyu′y = u + 1, x > 0.

Bestäm en lösning som uppfyller u(x, 0) = x2. (7p)

7. Härled Taylors formel för en funktion av två variabler med restterm av ordning 3. (7p)

8. Formulera och bevisa Greens formel. (8p)

KH



Lösning till tentamen i Reell matematisk analys, del B, för F1 den 25/8 20041. a. grad är de�nierad för skalära funktioner, div för vektorfunktioner oh rot för vektorfunktioner medtre komponenter. För f(x; y; z) = xz2 + yexy ä rgrad f = rf = ��f�x ; �f�y ; �f�z � = �z2 + y2exy; (1 + xy)exy; 2xz�:div f , rot f oh gradgrad f är ode�nierade, medandiv grad f = r � rf = r2f = �2f�x2 + �2f�y2 + �2f�z2 = y3exy + (1 + xy)xexy + xexy + 2x= �y3 + 2x+ x2y� exy + 2x;oh rot grad f = r�rf = 0 generellt.b. Riktningsderivatan är f 0v(a) = rf(a) � v. Här är a = (1; 0;�1) oh v = (�1;2;1)p6 så att rf(a) =(1; 1;�2) oh f 0v(a) = 1p6 (�1 + 2� 2) = � 1p6 .. Punkten a = (1; 0;�1) ligger på ytan f(x; y; z) = 1, oh en normalvektor är rf(a) = (1; 1;�2).Allltså är tangentplanets ekvation 1 � (x� 1) + 1 � (y � 0)� 2(z + 1) = 0, eller x+ y � 2z � 3 = 0.2. Använd envariabelutveklingarna et = 1+ t+ 12 t2 +O(t3), sin t = t+O(t3), ln(1+ t) = t� 12 t2 +O(t3)då t! 0. Då fås (då r = px2 + y2 ! 0)ex�2y � 1 + 4y = 1 + x� 2y + 12(x� 2y)2 + O(r3)� 1 + 4y = x+ 2y + 12(x� 2y)2 +O(r3);sin(ex�2y � 1 + 4y) = x+ 2y + 12(x� 2y)2 +O(r3) = x+ 2y + 12x2 � 2xy + 2y2 +O(r3);2 lnp1 + x+ 2y = ln(1 + x+ 2y) = x+ 2y � 12(x+ 2y)2 +O(r3) = x+ 2y � 12x2 � 2xy � 2y2 +O(r3);f(x; y) = sin(ex�2y � 1 + 4y)� 2 lnp1 + x+ 2y = x2 + 4y2 +O(r3):Då är f(x; y) + ax2x2 + y2 = (1 + a)x2 + 4y2x2 + y2 +O(r);som har gränsvärde då (x; y) ! (0; 0) om oh endast om a = 3, oh gränsvärdet är i så fall 4.3. Sätt u = y + x2, v = y � x2. Då motsvaras området D av D0 = f(u; v) : 2 � u � 4; 0 � v � 1g iuv-planet. Vi har d(u; v)d(x; y) = ���� 2x 1�2x 1���� = 4x; dxdy = 1���d(u;v)d(x;y) ���dudv = 14xdudv;oh x2 = 12 (u� v), så attZZD x3ey+x2 dxdy = ZZD0 12(u� v)eu 14dudv = 18 Z 42 �Z 10 (u� v)eu dv� du= 18 Z 42 (u� 12)eu du = 18 (�(u� 12)eu�42 � Z 42 eu du)= 18 �72e4 � 32e2 � (e4 � e2)� = 116(5e4 � e2):



4. r = (u2 + v2; u2 � v2; 2uv), r0u = (2u; 2u; 2v), r0v = (2v;�2v; 2u). En normalvektor ä rr0u�r0v = 4 ������x̂ ŷ ẑu u vv �v u������ = 4(u2 + v2; v2 � u2;�2uv);oh ytelementet är dS = jr0u�r0v jdudv, därjr0u�r0v j = 4p(u2 + v2)2 + (v2 � u2)2 + 4u2v2 = 4p2pu4 + v4 + 2u2v2 = 4p2(u2 + v2):a. Arean är RRY dS = R 10 R 10 4p2(u2 + v2)dudv = 4p2( 13 � 1 + 1 � 13 ) = 8p23 .b. Vi har ZZY F �N dS = Z 10 Z 10 F � r0u�r0v dudv = Z 10 Z 10 4[(u2 + v2)2 � 4u2v2℄dudv= 4 Z 10 Z 10 (u4 + v4 � 2u2v2)dudv = 4(15 � 1 + 1 � 15 � 2 � 13 � 13) = 3245 :. Exempel på en MATLAB-kod:[u,v℄=meshgrid(0:0.05:1);x=u.^2+v.^2; y=u.^2-v.^2; z=2*u.*v;mesh(x,y,z)5. F � dr = (x2y+y3�x)dx�(x3+xy2+y)dy(x2+y2)2 = y(x2+y2)dx�xdx�x(x2+y2)dy�ydy(x2+y2)2 = ydx�xdyx2+y2 � xdx+ydy(x2+y2)2 : För depolära koordinaterna r oh ' är rdr = xdx+ ydy, oh d' = �ydx+xdyx2+y2 (�det magnetiska fältet�). Alltsåär F � dr = �d'� drr3 = �d'+ 12d( 1r2 ), ohZ F � dr = Z d(�'+ 12r2 ) = ��'+ 12r2 �(0;1)( 12 ;0) = ��2 + 12 + 0� 2 = �12(3 + �):6. x2u0x + eyu0y = u + 1. Karakteristikernas diferentialekvation (i xy-planet) är dxx2 = dyey med lösning� 1x = �e�y � C, 1x � e�y = C. Sätt s = 1x � e�y, t = x. Då äru0x = u0s � (� 1x2 ) + u0t � 1; u0y = u0s � e�y + u0t � 0;oh x2u0x + eyu0y = �u0s + x2u0t + u0s = t2u0t = u+ 1:Vi får u0t � 1t2 u = 1t2 . Integrerande faktor e1=t: ��t (e1=tu) = 1t2 e1=t, e1=tu = �e1=t + g(s),u = g(s)e�1=t � 1 = g�1x � e�y�e�1=x � 1;där g är en godtyklig C1-funktion i en variabel. Vi vill ha u(x; 0) = g( 1x �1)e�1=x�1 = x2, g( 1x �1) =(x2 + 1)e1=x . Med s = 1x � 1 har vi x = 1s+1 oh g(s) = ( 1(s+1)2 + 1)es+1 (för s > �1). Alltså får vilösningenu(x; y) = � 1( 1x � e�y + 1)2 + 1�e1=x�e�y+1e�1=x � 1 = � 1( 1x � e�y + 1)2 + 1�e1�e�y � 1:



Matematiska institutionen CTH/GUTentamen i TMA975 Reell Matematisk analys F, del B den 14/1 2005, kl. 8.30�12.30.Hjälpmedel : Inga, ej heller räknedosaTelefon: Karin Kraft, 073-977 92 68För godkänt krävs minst 24 poäng.Lösningar anslås i Matematiskt Centrum efter tentamen.Resultatet anslås i Matematiskt Centrum senast tre vekor efter tentamen.Obs! Ange namn, personnummer samt linje oh inskrivningsår.1. Bestäm alla stationära punkter för funktionen f(x; y; z) = (xy+ z)ex+2y+3z oh bestäm deraskaraktär. (8p)2. Låt f vara en C1-funktion på R2 . Visa att funktionen u(x; y; z) = zyf(xyz2 ; yx) satis�erar di�e-rentialekvationen x�u�x + y�u�y + z �u�z = 0: (7p)3. Beräkna RRRK(xz2 + y2) dxdydz, där K är det område som de�nieras av olikheternax2 + y2 + z2 � 1; z �px2 + y2; x � 0; y � 0; z � 0: (8p)4. Bestäm minimum av x2 + y2 + z2 då x2 + 2y2 + 2z = 10. (7p)5. Beräkna kurvintegralen R F � dr , dåF = �yz os(xy) + y; xz os(xy) + z; sin(xy) + x�oh  är kurvan x = 2 os t, y = sin t, z = sin2 2t, 0 � t � 2�. (8p)6. Beräkna RRY F �N dS, då Y är ellipsoiden 4x2 + y2 + 3z2 = 4 med normalriktning utåt, ohF = (x; y � 1; z)(x2 + (y � 1)2 + z2)3=2 : (7p)7. a. Ange vad som menas med att ett vektorfält F = (P;Q) är ett potentialfält. (2p)b. Låt F = (P;Q) vara ett potentialfält med potential U . Visa hur R F � dr kan beräknas medhjälp av U . (6p)8. Låt f(x; y) vara kontinuerlig på ett kompakt område D. Dela in D i delområden. Vad menasmed en Riemannsumma hörande till en viss indelning? Visa att Riemannsummorna konvergerarmot RRD f(x; y) dxdy då indelningens �nhet går mot noll. (7p)
KH



Lösning till tentamen i Reell matematisk analys, del B, för F1 den 14/1 20051. Bestäm stationära punkter till f(x; y; z) = (xy + z)ex+2y+3z. Sätt g = ex+2y+3z. Vi harf 0x = (y + xy + z)g; f 0y = (x + 2(xy + z))g; f 0z = (1 + 3(xy + z))g;f 00xx = (y + y + xy + z)g; f 00xy = (1 + x+ 2(y + xy + z))g; f 00xz = (1 + 3(y + xy + z))g;f 00yy = (2x+ 2(x+ 2xy + 2z))g; f 00yz = (2 + 3(x+ 2xy + 2z))g; f 00zz = (3 + 3(1 + 3xy + 3z))g:f 0x = f 0y = f 0z = 0 ger xy + z = �y = �x2 = � 13 , x = 23 , y = 13 , z = � 13 � xy = � 59 . Det �nns alltsåendast en stationär punkt, ( 23 ; 13 ;� 59 ). Med derivator i denna punkt skall vi titta på den kvadratiskaformen Q = f 00xxh2 + f 00yyk2 + f 00zzl2 + 2f 00xyhk + 2f 00xzhl + 2f 00yzkl= (13h2 + 43k2 + 3l2 + 103 hk + 2hl+ 4kl)e�1=3:Kvadratkomplettering gere1=3Q = 13(h2 + 10hk + 6hl) + 43k2 + 3l2 + 4kl= 13[(h+ 5k + 3l)2 � 25k2 � 9l2 � 30kl℄ + 43k2 + 3l2 + 4kl= 13(h+ 5k + 3l)2 � 7k2 � 6kl = 13(h+ 5k + 3l)2 � 7(k + 37 l)2 + 97 l2:Av detta framgår att Q är inde�nit, så att ( 23 ; 13 ;� 59 ) är en sadelpunkt.2. f(s; t) är en C1-funktion. För u(x; y; z) = zyf(xyz2 ; yx ) äru0x = zy (f 0s � yz2 + f 0t � �yx2 ) = 1z f 0s � zx2 f 0t ;u0y = � zy2 f + zy (f 0s � xz2 + f 0t � 1x ) = � zy2 f + xyz f 0s + zxy f 0t ;u0z = 1y f + zy (f 0s � �2xyz3 ) = 1y f � 2xz2 f 0s:Alltså är xu0x + yu0y + zu0z = xz f 0s � zxf 0t � zy f + xz f 0s + zxf 0t + zy f � 2xz f 0s = 0:3. I rymdpolära koordinater, x = r sin � os', y = r sin � sin', z = r os �, beskrivs K av 0 � r � 1,�4 � � � �2 , 0 � ' � �2 . Då ärZZZK(xz2 + y2) dxdydz = Z �20 Z �2�4 Z 10 (r3 sin � os2 � os'+ r2 sin2 � sin2 ')r2 sin � drd�d'= Z 10 r5 dr � Z �2�4 sin2 � os2 � d� � Z �20 os'd'+ Z 10 r4 dr � Z �2�4 sin3 � d� � Z �20 sin2 'd'= 16 � Z �2�4 14 sin2 2� d� � 1 + 15 � Z �2�4 (1� os2 �) sin � d� � Z �20 12(1� os 2') d'= 16 � Z �2�4 18(1� os 4�) d� + 15 � [� os � + 13 os3 �℄�=2�=4 � �4= 148 �4 + �20( 1p2 � 13 12p2) = �( 1192 + p248 ):



4. Sök minimum av f(x; y; z) = x2 + y2 + z2 då g(x; y; z) = x2 + 2y2 + 2z = 10. Då minimum antas ärrf = �rg för något tal �, dvs. 2x = � � 2x; 2y = � � 4y; 2z = � � 2;eftersom rg 6= 0. Vi har alltså x(� � 1) = 0; y(2�� 1) = 0; z = �:Den första ekvationen säger att x = 0 eller � = 1. Antag x = 0. Om y = 0 är g = 2z = 10, z = 5,f = 25. Om y 6= 0 är z = � = 12 , g = 2y2 + 1 = 10, y2 = 92 , f = 92 + 14 = 194 . Antag x 6= 0. Då ärz = � = 1, 2�� 1 6= 0, y = 0, g = x2 + 2 = 10, x2 = 8, f = 8 + 1 = 9. En jämförelse av f -värdena geratt minimum är f(0;� 3p2 ; 12 ) = 194 .5.  : x = 2 os t, y = sin t, z = sin2 2t, 0 � t � 2�. På  är z = 4 sin2 t os2 t = x2y2 oh dz =2xy2 dx+ 2x2y dy.F � dr = yz os(xy) dx + y dx + xz os(xy) dy + z dy + sin(xy) dz + x dz= d(z sin(xy)) + y dx+ z dy + x dz:Då  är sluten, är R d(z sin(xy)) = 0. Projektionen 1 av  på xy-planet är ellipsen x24 + y2 = 1genomlöpt ett varv i positiv led. Om D är området innanför 1, ger Greens formelZ y dx+ z dy + x dz = Z y dx + x2y2 dy + x(2xy2 dx+ 2x2y dy)= Z1(y + 2x2y2)dx + (x2y2 + 2x3y)dy = ZZD[2xy2 + 6x2y � (1 + 4x2y)℄dxdy= ZZD(2xy2 + 2x2y � 1)dxdy = � ZZD dxdy = ��(D) = �� � 2 � 1 = �2�;ty RRD xy2 dxdy = RRD x2y dxdy = 0 p.g.a. symmetri. Alltså är R F � dr =�2�.6. Med r = (x; y � 1; z) oh r = jrj = (x2 + (y � 1)2 + z2)1=2 är F = rr3 . För r 6= (0; 1; 0) är��x xr3 = r3 � 1� x � 3r2 xrr6 = r2 � 3x2r5oh analogt ��y y�1r3 = r2�3(y�1)2r5 , ��z zr3 = r2�3z2r5 , så attr � F = 3r2 � 3(x2 + (y � 1)2 + z2)r5 = 0:Punkten (0; 1; 0) ligger innanför Y . Låt Y1 vara sfären x2 + (y� 1)2 + z2 = a2, där radien a är så litenatt Y1 ligger innanför Y . Om Y1 har utåtriktad normal, så är Y � Y1 rand till området D mellan Yoh Y1, oh en tillämpning av Gauss' sats ger att RRY�Y1 F �N dS = RRRDr � F dxdydz = 0, så attRRY F �N dS = RRY1 F �N dS. På Y1 är r = jrj = a oh N = ra . Alltså ärZZY1 F �N dS = ZZY1 ra3 � ra dS = ZZY1 a2a4 dS = 1a2 � 4�a2 = 4�:



Matematiska institutionen CTH/GUTentamen i TMA975 Reell Matematisk analys F, del B den 14/3 2005, kl. 8.30�12.30.Hjälpmedel : �Användarhandledning för MATLAB� av Pärt-Enander�Sjöberg.Telefon: Nilas Andréasson, 0739-77 92 68För godkänt krävs minst 24 poäng.Lösningar anslås i Matematiskt Centrum efter tentamen.Resultatet anslås i Matematiskt Centrum senast tre vekor efter tentamen.Obs! Ange namn, personnummer samt linje oh inskrivningsår.1. Funktionen f(x; y) satis�erar di�erentialekvationen2xf 0x(x; y) + 3yf 0y(x; y) = 0 för x > 0; y > 0:Visa att kurvan x = t2, y = t3, t > 0, är en nivåkurva till f . (8p)2. Beräkna RRD (2x4+3x2+1)y2x3 dxdy, då D är det område i första kvadranten som begränsas avkurvorna y = 11 + x2 ; y = 31 + x2 ; y = x2; y = x22 : (8p)3. Låt d1 = d1(x; y) oh d2 = d2(x; y) vara avstånden från (x; y) till (2; 0) resp. (�2; 2). Minimerad21 + d22 då (x; y) uppfyller x2 + y24 = 1. (8p)4. Beräkna kurvintegralen R F � dr, dåF = � xzp1 + x2 + y2 + xz; yzp1 + x2 + y2 � xy; p1 + x2 + y2 + xy�oh  är skärningen mellan ytorna x2 + y2 + z = 1 oh x� 2y+ z = 1. Kurvans projektion påxy-planet är positivt orienterad. (8p)5. a. Låt K vara kroppen som de�nieras av olikheterna y2 + z2 � 1 oh z � x2. BeräknaRR�K F �N dS (normalriktning utåt), då F = (0; yzp1� x4; p1� x4): (8p)b. Skriv en MATLAB-kod för att rita �K. (4p)6. Vad menas med att en funktion f(x; y) är di�erentierbar i en punkt (x0; y0)? Visa att om f ärav klassen C1 i en omgivning av (x0; y0), så är f di�erentierbar i (x0; y0). (8p)7. Formulera oh bevisa Gauss' sats. (8p)
KH



Lösning till tentamen i Reell matematisk analys, del B, för F1 den 14/3 20051. Man vet att 2xf 0x(x; y) + 3yf 0y(x; y) = 0 för x > 0, y > 0. Enligt kedjeregeln ärddtf(t2; t3) = f 0x(t2; t3) � 2t+ f 0y(t2; t3) � 3t2 = 1t [2t2f 0x(t2; t3) + 3t3f 0y(t2; t3)℄ = 0:Alltså är f(t2; t3) konstant, dvs. kurvan (x; y) = (t2; t3) är en nivåkurva till f .2. Sätt u = y(1 + x2), v = yx2 . Då blir integrationsområdet D0 = f(u; v) : 1 � u � 3; 12 � v � 1g iuv-planet. Vi har d(u; v)d(x; y) = ���� 2xy 1 + x2� 2yx3 1x2 ���� = 2yx + 2yx3 (1 + x2) = 2yx3 (2x2 + 1);dxdy = 1���d(u;v)d(x;y) ���dudv = x32y(2x2 + 1)dudv:Alltså är ZZD (2x4 + 3x2 + 1)y2x3 dxdy = ZZD0 (2x2 + 1)(x2 + 1)y2x3 x32y(2x2 + 1) dudv= 12 ZZD0 y(x2 + 1) dudv = 12 ZZD0 u dudv = 12 Z 31 u du Z 112 dv = 12 � �u22 �31 � 12 = 18(9� 1) = 1:3. Minimera f(x; y) = d1(x; y)2 + d2(x; y)2 = (x� 2)2 + y2 + (x+2)2 + (y� 2)2 = 2x2 +8+ y2 + (y� 2)2under bivillkoret g(x; y) = x2 + y24 = 1. I punkter där minimum antas �nns ett tal � så att rf = �rg(eftersom rg = (2x; y2 ) 6= (0; 0) då g = 1). Alltså gäller8<: 4x = �2x;2y + 2(y � 2) = �y2 () 8<: x(2� �) = 0;y(4� �2 ) = 4:Ur första ekvationen fås x = 0 eller � = 2. Om x = 0 fås g(0; y) = y24 = 1, y = �2, med funktionsvärdenf(0; 2) = 12, f(0;�2) = 28. Om � = 2 ger andra ekvationen 3y = 4, y = 43 , oh vi får g(x; 43 ) =x2+ 164�9 = x2+ 49 = 1, x2 = 59 , x = �p53 med f(�p53 ; 43 ) = 2 � 59 +8+ 169 + 49 = 8+ 309 = 8+ 103 = 343 < 12.Alltså fås minimivärdet 343 i punkterna (�p53 ; 43 ).4. Projektionen 1 på xy-planet av kurvan  fås av (z =) 1�x2�y2 = 1�x+2y; dvs. (x� 12 )2+(y+1)2 = 54 .Låt D vara området innanför 1. På  är dz = �dx+ 2dy, så attZ F�dr = Z( xzp1 + x2 + y2 + xz) dx+ ( yzp1 + x2 + y2 � xy) dy + (p1 + x2 + y2 + xy) dz= Z d(zp1 + x2 + y2) + Z xz dx� xy dy + xy dz= 0 + Z1 x(1� x+ 2y) dx� xy dy + xy(�dx+ 2dy) = Z1(x � x2 + xy) dx+ xy dy= [Greens formel℄ = ZZD(y � x) dxdy= [polära koord., x = 12 + r os', y = �1 + r sin', 0 � r � p52 ; 0 � ' � 2�; dxdy = r drd'℄= Z 2�0 Z p5=20 (�1 + r sin'� 12 � r os')rdrd' = �32 � 2� Z p5=20 rdr = �3� � 12 �r2�p5=20= �3�2 54 = �15�8 :



5. Kroppen K ges av y2 + z2 � 1, z � x2 eller x2 � z �p1� y2 för (x; y) 2 D = f(x; y) : x4 + y2 � 1g.a. Enligt Gauss' sats ärZZ�K F �N dS = ZZZK r � F dxdydz = ZZZK zp1� x4 dxdydz= ZZD(Z p1�y2x2 zp1� x4 dz) dxdy = ZZDp1� x4 �z22 �p1�y2x2 dxdy= 12 ZZD(1� y2 � x4)p1� x4 dxdy = 12 Z 1�1p1� x4(Z p1�x4�p1�x4(1� x4 � y2) dy) dx= 2 Z 10 p1� x4 �(1� x4)y � y33 �p1�x40 dx = 2 Z 10 (1� x4)(1� x4 � 13(1� x4)) dx= 2 Z 10 23(1� x4)2 dx = 43 Z 10 (1� 2x4 + x8) dx = 43(1� 25 + 19) = 128135 :b. Ett exempel på en MATLAB-kod:x=linspae(-1,1,50);[X,Y℄=meshgrid(x);Y=sqrt(1-X.^4).*Y;Z1=X.^2;Z2=sqrt(1-Y.^2);mesh(X,Y,Z1)hold onmesh(X,Y,Z2)xlabel('x');ylabel('y');zlabel('z'); −1
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Matematiska institutionen CTH/GU

Tentamen i TMA975 Reell Matematisk analys F, del B den 24/8 2005, kl. 14.00�18.00.

Hjälpmedel : �Användarhandledning för MATLAB� av Pärt-Enander�Sjöberg.
Telefon:
För godkänt krävs minst 24 poäng.
Lösningar anslås i Matematiskt Centrum efter tentamen.
Resultatet anslås i Matematiskt Centrum senast tre veckor efter tentamen.
Obs! Ange namn, personnummer samt linje och inskrivningsår.

1. Låt f vara en C1-funktion på R2. Visa att funktionen u(x, y, z) = 1
zf( yz

x2 , xz
y2 ) satis�erar

di�erentialekvationen

x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
+ z

∂u

∂z
+ u = 0. (8p)

2. Låt γ vara den positivt orienterade randen till fyrhörningen med hörn i (0, 0), (2, 1), (3, 3) och
(1, 2). Beräkna

∫
γ e2x−ydx + xy dy . (8p)

3. Låt P vara en punkt i första oktanten på ytan x2 + y2 + 4z2 = 1. Tangentplanet i P till ytan
skär koordinataxlarna i punkterna A, B och C. Dessa punkter tillsammans med origo bildar
hörn i en tetraeder. Bestäm den punkt P som minimerar volymen av denna tetraeder. (8p)

4. a. Beräkna arean av ytan r = (u2, v2,
√

2uv), u2 + v2 ≤ 1, u ≥ 0, v ≥ 0. (8p)

b. Skriv en MATLAB-kod för att rita ytan. (4p)

5. Låt Y vara ytan z = 1 − 2x2 − y2, z ≥ 0. Beräkna
∫∫

Y F ·N dS (normalriktning uppåt), då
F = (xy, y2 + z, z2 − x2). (8p)

6. Visa att under lämpliga förutsättningar på en funktion f(x, y) gäller att f ′′
xy = f ′′

yx. (8p)

7. Visa att om kurvintegralen
∫
γ F·dr är oberoende av vägen i en sammanhängande öppen mängd

Ω, så är F ett potentialfält i Ω. (8p)

KH



Lösning till tentamen i Reell matematisk analys, del B, för F1 den 24/8 2005

1. f(s, t) är en C1-funktion. För u(x, y, z) = 1
z f(yz

x2 , xz
y2 ) är

u′x =
1
z
(f ′s ·

−2yz

x3
+ f ′t ·

z

y2
) = −2y

x3
f ′s +

1
y2

f ′t ,

u′y =
1
z
(f ′s ·

z

x2
+ f ′t ·

−2xz

y3
) =

1
x2

f ′s −
2x

y3
f ′t ,

u′z =
1
z
(f ′s ·

y

x2
+ f ′t ·

x

y2
)− 1

z2
f =

y

zx2
f ′s +

x

zy2
f ′t −

1
z2

f.

Alltså är

xu′x + yu′y + zu′z + u = −2y

x2
f ′s +

x

y2
f ′t +

y

x2
f ′s −

2x

y2
f ′t +

y

x2
f ′s +

x

y2
f ′t −

1
z
f +

1
z
f = 0.

2. Om D är området innanför γ ger Greens formel∫
γ

e2x−ydx + xy dy =
∫∫

D

(y − e2x−y(−1)) dxdy.

Fyrhörningens sidor har ekvationerna 2y − x = 0, 2x − y = 3, 2y − x = 3 och 2x − y = 0. Gör därför
variabelbytet u = 2x− y, v = 2y − x. D motsvaras av D′ = {(u, v) : 0 ≤ u ≤ 3, 0 ≤ v ≤ 3}, och vi har

d(u, v)
d(x, y)

=
∣∣∣∣ 2 −1
−1 2

∣∣∣∣ = 4− 1 = 3, dxdy =
1
3
dudv.

Vidare är y = 1
3 (u + 2v), och∫

γ

e2x−ydx + xy dy =
∫∫

D′
(
1
3
(u + 2v) + eu)

1
3
dudv =

1
3

∫ 3

0

∫ 3

0

(
1
3
u + eu +

2
3
v)dudv

=
1
3

∫ 3

0

[(
1
3
u + eu) · 3 +

1
3
· 9]du =

[
1
6
u2 + eu + u

]3

0

= e3 +
7
2
.

3. Ytan är g(x, y, z) = x2 + y2 + 4z2 = 1. Vi har ∇g = (2x, 2y, 8z). Tangentplanet i punkten (x0, y0, z0),
x0 > 0, y0 > 0, z0 > 0, på ytan har normalvektorn (x0, y0, 4z0), och alltså är planets ekvation

x0(x− x0) + y0(y − y0) + 4z0(z − z0) = 0,

dvs.

x0x + y0y + 4z0z = x2
0 + y2

0 + 4z2
0 = 1.

y = z = 0 ger x = 1
x0
, x = z = 0 ger y = 1

y0
, x = y = 0 ger z = 1

4z0
. Tetraederns volym blir då

V = 1
6

1
x0

1
y0

1
4z0

. Slopa index 0, och maximera f(x, y, z) = xyz under bivillkoret g(x, y, z) = 1. Eftersom
∇g 6= 0, gäller att då maximum antas �nns ett tal λ så att ∇f = λ∇g, dvs.

yz = 2λx,

xz = 2λy,

xy = 8λz.

Då är xyz/(2λ) = x2 = y2 = 4z2. Vidare är x2 + y2 + 4z2 = 3x2 = 1, så att x = 1√
3
, y = 1√

3
, z = 1

2
√

3
.

Den minsta volymen fås alltså i punkten P = ( 1√
3
, 1√

3
, 1

2
√

3
), och minimum av V blir

√
3

4 .



4. r = (u2, v2,
√

2uv), (u, v) ∈ D = {(u, v) : u2 + v2 ≤ 1, u ≥ 0, v ≥ 0}. r′u = (2u, 0,
√

2v), r′v =
(0, 2v,

√
2u). En normalvektor är

r′u×r′v =

∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ

2u 0
√

2v

0 2v
√

2u

∣∣∣∣∣∣ = (−2
√

2v2,−2
√

2u2, 4uv) = 2
√

2(−v2,−u2,
√

2uv),

och ytelementet är dS = |r′u×r′v|dudv, där

|r′u×r′v| = 2
√

2
√

v4 + u4 + 2u2v2 = 2
√

2(u2 + v2).

a. Arean är
∫∫
Y

dS =
∫∫

D
2
√

2(u2 + v2)dudv = 2
√

2
∫ π/2

0

∫ 1

0
r2r drdϕ = 2

√
2π

2

∫ 1

0
r3 dr = π

√
2

4 .

b. Exempel på en MATLAB-kod:

[r,fi]=meshgrid(0:0.05:1,0:pi/40:pi/2);

u=r.*cos(fi); v=r.*sin(fi);

x=u.^2; y=v.^2; z=sqrt(2)*u.*v;

mesh(x,y,z)

5. Y : z = 1− 2x2 − y2, z ≥ 0. Lägg till �botten� Y1 : 2x2 + y2 ≤ 1, z = 0, med normalriktning nedåt, så

att Y + Y1 blir rand till en kropp K. Gauss sats ger∫∫
Y +Y1

F ·N dS =
∫∫∫

K

∇ · F dxdydz =
∫∫∫

K

(y + 2y + 2z) dxdydz

=
∫∫

2x2+y2≤1

[
3yz + z2

]1−2x2−y2

z=0
dxdy

=
∫∫

2x2+y2≤1

[3y(1− 2x2 − y2) + (1− 2x2 − y2)2] dxdy

= [x =
1√
2
r cos ϕ, y = r sinϕ, dxdy =

1√
2
r drdϕ]

=
∫ 2π

0

∫ 1

0

[3r sinϕ(1− r2) + (1− r2)2]
1√
2
r drdϕ =

2π√
2

∫ 1

0

(1− r2)2r dr

=
2π√

2

[
−1

6
(1− r2)3

]1

0

=
π

3
√

2
.

På Y1 är z = 0, N = (0, 0,−1), dS = dxdy, så att∫∫
Y1

F ·N dS =
∫∫

2x2+y2≤1

x2 dxdy =
∫ 2π

0

∫ 1

0

1
2
r2 cos2 ϕ

1√
2
r drdϕ

=
1

2
√

2

∫ 1

0

r3 dr ·
∫ 2π

0

cos2 ϕ dϕ =
1

2
√

2
1
4
π =

π

8
√

2
.

Alltså är
∫∫

Y
F ·N dS = π

3
√

2
− π

8
√

2
= 5π

24
√

2
.



Matematiska institutionen CTH/GU

Tentamen i TMA975 Reell Matematisk analys F, del B den 13/1 2006, kl. 8.30�12.30.

Hjälpmedel : �Användarhandledning för MATLAB� av Pärt-Enander�Sjöberg.
Telefon: 076-272 18 60.
För godkänt krävs minst 24 poäng.
Resultatet anslås senast tre veckor efter tentamen.
Obs! Ange namn, personnummer samt linje och inskrivningsår.

1. Taylorutveckla funktionen

f(x, y) =
√

1 + 2x− 2y e2x+y2 − ln(1 + 3x− y)
1− x + 2y

kring origo med termer t.o.m. andra graden (plus restterm). Visa att origo är en stationär
punkt och avgör dess karaktär. (8p)

2. Bestäm största och minsta värdet av f(x, y) = x3y i området x2 + 2y2 ≤ 1. (8p)

3. Det �nns en kontinuerligt deriverbar funktion g av en variabel sådan att vektorfältet F =
g(xy)(2x + x2y, x3) är ett potentialfält. Bestäm g och en potential till F. (8p)

4. a. Beräkna kurvintegralen
∫
γ F · dr, då F =

(
x3, y2, xz

)
, och γ är skärningen mellan sfären

x2 + y2 + z2 = 1 och cylindern (x− 1)2 + y2 = 1 genomlöpt från (1
2 ,

√
3

2 , 0) till (1
2 ,−

√
3

2 , 0) med
positiva z-värden. (8p)

b. Skriv en MATLAB-kod för att plotta ytorna x2 + y2 + z2 = 1 och (x − 1)2 + y2 = 1,
−1 ≤ z ≤ 1, i samma �gur. (4p)

5. Beräkna ytintegralen
∫∫

∂K F ·N dS, då K =
{
(x, y, z) : x2 + 4y2 ≤ z ≤ 2x + 4y + 2

}
(utåtrik-

tad normal), och
F = (xy2, x3y, z). (8p)

6. Hur de�nieras riktningsderivatan f ′v(a)? Visa hur f ′v(a) kan uttryckas med hjälp av gradienten.
Vad säger detta om gradientens fysikaliska betydelse? (8p)

7. Visa att om funktionen f(x, y) är kontinuerlig på den kompakta rektangeln

∆ = {(x, y) : a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}

så är f integrerbar över denna. (8p)

KH



Lösning till tentamen i Reell matematisk analys, del B, för F1 den 13/1 2006

1. Använd envariabelutvecklingarna
√

1 + t = 1 + 1
2 t− 1

8 t2 + O(t3), et = 1 + t + 1
2 t2 + O(t3), ln(1 + t) =

t− 1
2 t2 + O(t3), 1

1−t = 1 + t + O(t2) då t → 0. Då fås (då r =
√

x2 + y2 → 0)

f(x, y) =
√

1 + 2x− 2y e2x+y2 − ln(1 + 3x− y)
1− x + 2y

= [1 +
1
2
(2x− 2y)− 1

8
(2x− 2y)2 + O(r3)][1 + 2x + y2 +

1
2
(2x + y2)2 + O(r3)]

− [3x− y − 1
2
(3x− y)2 + O(r3)][1 + (x− 2y) + O(r2)]

= [1 + x− y − 1
2
x2 + xy − 1

2
y2 + O(r3)][1 + 2x + y2 + 2x2 + O(r3)]

− [3x− y − 9
2
x2 + 3xy − 1

2
y2 + O(r3)][1 + x− 2y + O(r2)]

= 1 + 3x− y +
7
2
x2 − xy +

1
2
y2 + O(r3)− [3x− y − 3

2
x2 − 4xy +

3
2
y2 + O(r3)]

= 1 + 5x2 + 3xy − y2 + O(r3).

Ur detta avläser vi att f ′x(0, 0) = f ′y(0, 0) = 0, dvs. origo är en stationär punkt. Tillhörande kvadratisk
form är Q = 2(5x2 + 3xy − y2) = −2(y − 3x

2 )2 + 29
2 x2, som är inde�nit, varför origo är en sadelpunkt.

2. f(x, y) = x3y, x2 +2y2 ≤ 1. Vi har att ∇f = (3x2y, x3) = 0 då x = 0. Men f(0, y) = 0 kan varken vara
max. eller min. (ty f antar både positiva och negativa värden). Max. och min. över området antas alltså
på randen x2+2y2 = 1. Vi har att söka max. och min. av f(x, y) under bivillkoret g(x, y) = x2+2y2 = 1.
I punkter där max. och min. antas (sådana punkter �nns, eftersom f är kontinuerlig, och randen är
kompakt) är ∇f och ∇g = (2x, 4y) parallella. Vi måste ha

∣∣∣∣
3x2y x3

2x 4y

∣∣∣∣ = 12x2y2 − 2x4 = 2x2(6y2 − x2) = 0.

Eftersom x 6= 0 enligt ovan, får vi 6y2 − x2 = 0. x2 = 6y2, x2 + 2y2 = 8y2 = 1, y = ± 1
2
√

2
,

x2 = 6
8 = 3

4 , x = ±
√

3
2 (alla teckenkombinationer). Motsvarande funktionsvärden är ± 3

√
3

8
1

2
√

2
= ± 3

√
6

32 .
Max.värde: 3

√
6

32 , min.värde: − 3
√

6
32 .

3. F = (P,Q), där P = g(xy)(2x + x2y) och Q = g(xy)x3. Villkoret för att F skall vara ett potentialfält
är P ′y = Q′

x. Vi har P ′y = g(xy)x2 + g′(xy)x(2x + x2y), Q′
x = g(xy)3x2 + g′(xy)y · x3, varför

g(xy)x2 + 2g′(xy)x2 + g′(xy)x3y = 3g(xy)x2 + g′(xy)x3y, 2g′(xy)x2 = 2g(xy)x2.

Funktionen g(t) satis�erar alltså di�erentialekvationen g′(t) = g(t), så att g(t) = Cet. Vi kan ta
g(t) = et, och då blir F · dr = Pdx + Qdy = (2x + x2y)exydx + x3exydy = d(x2exy). Alltså är en
potential x2exy.

4. a. γ: x2 + y2 + z2 = 1, (x − 1)2 + y2 = x2 − 2x + 1 + y2 = 1. Alltså är (x2 + y2 =) 1 − z2 = 2x
och −2z dz = 2 dx, dvs. z dz = −dx på γ. Projektionen γ1 av γ på xy-planet är en del av cirkeln
(x− 1)2 + y2 = 1 genomlöpt från ( 1

2 ,
√

3
2 ) till ( 1

2 ,−
√

3
2 ) i positiv led.

∫

γ

F · dr =
∫

γ

x3dx + y2dy + xz dz =
∫

γ1

x3dx + y2dy − x dx

=
∫

γ1

d
(x4

4
+

y3

3
− x2

2
)

=
[
x4

4
+

y3

3
− x2

2

]( 1
2 ,−

√
3

2 )

( 1
2 ,
√

3
2 )

=
[
y3

3

]−√3
2

√
3

2

=
1
3

(
−
√

3
2

)3

− 1
3

(√3
2

)3

= −2
3

3
√

3
8

= −
√

3
4

.



b. En MATLAB-kod:
fi=-pi:pi/30:pi;
th=0:pi/25:pi;
[Th,Fi]=meshgrid(th,fi);
x1=sin(Th).*cos(Fi);
y1=sin(Th).*sin(Fi);
z1=cos(Th);
surf(x1,y1,z1), hold on
[Fi,Z]=meshgrid(fi,-1:1/10:1);
x2=1+cos(Fi);
y2=sin(Fi);
z2=Z;
surf(x2,y2,z2)
axis([-1 2 -1 1]), axis equal

5. Projektionen D av K på xy-planet fås av x2 + 4y2 ≤ 2x + 4y + 2, (x− 1)2 + 4(y− 1
2 )2 ≤ 4, så att D är

en ellips med centrum i (1, 1
2 ) och halvaxlar 2 och 1. Enligt Gauss' sats är

∫∫

∂K

F ·N dS =
∫∫∫

K

∇ · F dxdydz =
∫∫∫

K

(y2 + x3 + 1)dxdydz

=
∫∫

D

{∫ 2x+4y+2

x2+4y2
(y2 + x3 + 1)dz

}
dxdy

=
∫∫

D

(y2 + x3 + 1)
(
2x + 4y + 2− (x2 + 4y2)

)
dxdy

=
∫∫

D

(y2 + x3 + 1)
(
4− (x− 1)2 − 4(y − 1

2
)2

)
dxdy

=
[
x = 1 + 2r cos ϕ, y =

1
2

+ r sin ϕ, dxdy = 2r drdϕ

]

=
∫ 2π

0

∫ 1

0

[
(
1
2

+ r sin ϕ)2 + (1 + 2r cos ϕ)3 + 1
]
(4− 4r2)2r drdϕ

= 8
∫ 2π

0

∫ 1

0

(9
4

+ r sin ϕ + r2 sin2 ϕ + 6r cos ϕ + 12r2 cos2 ϕ + 8r3 cos3 ϕ
)
(r − r3) drdϕ.

Nu är
∫ 2π

0
sin ϕdϕ =

∫ 2π

0
cosϕdϕ =

∫ 2π

0
cos3 ϕ dϕ = 0,

∫ 2π

0
sin2 ϕdϕ =

∫ 2π

0
cos2 ϕdϕ = π. Vi får

∫∫

∂K

F ·N dS = 8
∫ 1

0

(9
4
2π(r − r3) + 13πr2(r − r3)

)
dr = 8π

∫ 1

0

(9
2
(r − r3) + 13(r3 − r5)

)
dr

= 8π
(9
2
(
1
2
− 1

4
) + 13(

1
4
− 1

6
)
)

= 8π(
9
8

+
13
12

) =
53π

3
.


