Tentamen — Mekanik F del 2 (FFM521 och 520)

Tid och plats: Tisdagen den 3 juni 2014 klockan 08.30-
12.30 i M-huset.

Hjalpmedel: Physics Handbook, Beta Mathematics
Handbook.

Examinator: Christian Forssén.

Jourhavande larare: Christian Forssén (031-772 3261).

FFMb521: Tentamen bestar av sex uppgifter. For att bli godkand kravs
minst 8 podng pa uppgifterna 1-4 (inklusive eventuell bonuspoéing).

For dem som har klarat foregaende krav bestams slutbetyget av podngsumman
fran uppgifterna 1-4 samt 6-7 plus eventuell bonuspoang enligt féljande:
817 poang ger betyg 3, 18-25 poang ger betyg 4, 26+ poang ger betyg 5.

FFMb520: For studenter som skriver FFM520 géller att de skriver samma
tentamen som FFM521 med en extra uppgift (uppgift 5, 4p). For dessa
studenter ar kravet for godkant 10p pa uppgifterna 1-5 inklusive eventuell
bonuspoéng.

Betygsgranser: 10-19 (betyg 3), 20-27 (betyg 4), 28+ (betyg 5).

Rattningsprinciper: Alla svar skall motiveras, inforda storheter forklaras
liksom val av metoder. Losningarna forvantas vara valstrukturerade och
begripligt presenterade. Erhallna svar skall, om mojligt, analyseras m.a.p.
dimension och rimlighet. Skriv och rita tydligt! Vid tentamensrattning galler
foljande allmanna principer:

e For full (4 eller 6) poéng krévs fullstiandigt korrekt 16sning.

e Mindre fel ger 1-2 poangs avdrag. Géller &ven mindre brister i presen-
tationen.

o Allvarliga fel (t.ex. dimensionsfel eller andra fel som leder till orimliga
resultat) ger 3-4 poédngs avdrag om orimligheten pekas ut; annars fullt
poangavdrag.

e Allvarliga principiella fel ger fullt poangavdrag.

e Ofullstandiga, men for 6vrigt korrekta, losningar kan ge max 2 poang.
Detsamma géller 10sningsforslag vars presentation ar omojlig att folja.

Losningsforslag som ar ofullstandiga eller innehaller felaktigheter, men dar
en tydlig losningsstrategi har presenterats, genererar i allmanhet det lagre av
poangavdragen ovan.

Lycka till!
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Obligatorisk del

1. Bestam troghetsmatrisen med avseende pa punkten O i det givna koor-
dinatsystemet for ett system av fyra punktmassor, vardera med massan
m, som ar férbundna med masslosa stanger enligt figuren. Givet en ro-
tation runt z-axeln, ge ett uttryck for kroppens rorelsemangdsmoment
i det givna ldget. (4 podng)

2. (a) Betrakta en stel kropp som utfor allmén plan rérelse och hérled
uttrycket for kroppens kinetiska energi

1 1-
T = §m1_)2 + 5]&)2

[ uppgiften ingar att forklara vad de olika storheterna i ovanstaende
uttryck motsvarar.

(b) Forklara kortfattat vilket antagande i ovanstaende hérledning som
inte géller nar vi istallet betraktar allmén rorelse i rummet.

(4 podng)

3. En homogen balk med massan m och lingden L &ar upphangd i tva
likadana, masslosa vajrar vardera med langden [ och vinkeln 8 = 30°.
Se figur. Den vénstra vajern brister. Bestam:

(a) stangens och den hogra vajerns vinkelaccelerationer i det givna
laget.

(b) spannkraften i den hégra vajern vid jamvikt (nér bada vajrarna ar
hela) samt i 6gonblicket efter att den vénstra vajern har brustit.

(6 poing.)
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4. En pendel i form av en liten kula med massan m ar fast i ett snore med
langden L och hénger fran taket i en bil som accelerar med a = zg (dar
g ar tyngdaccelerationen) pa en rak, horisontell vag. Berdkna periodti-
den for sma svangningar kring pendelns jamviktslage, och jamfor med
periodtiden da bilen kér med konstant hastighet (6 podng.)

Extrauppgift (enbart FFM520)

e Uppgiften utgor en del av den grundliggande delen pa tentamen
for studenter pa kursen FFM520.

e Studenter pa FFM521 (dvs inskrivna fr.oom ht 2012) skall inte
gora denna uppgift.

5. En homogen cylinder med massan m och radien r rullar, utan att glida,
pa ytan av en halvcylinder med radien R (se figur). Bestdm den lilla
cylinderns kinetiska energi T samt dess rorelsemangdsmoment Lo om
lagesvektorn 7o¢ roterar med vinkelhastigheten 6 = w. (4 podng.)

—~
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Overbetygsuppgifter

6. Den rektangulara ladan med 6ppna andar spinner runt sin symmetri-
axel enligt figur. Trots att inget externt vridmoment paverkar kroppen
kan den dnda ha en precessionsrorelse, sk fri precession. For vilka
viarden pa [/b kommer precessionen att vara retrograd, dvs preces-
sionsrorelsen vara motriktad spinnrérelsen? (6 podng.)

7. En partikel med massa m glider pa en kil med massa M, vilken i sin
tur glider pa en horisontell yta (se figur). Ingen friktion.

(a) Bestdm partikelns acceleration relativt kilen.

(b) Anvénd detta exempel for att illustrera sambandet mellan en sym-
metri hos ett systems Lagrangian och konservering av motsvarande
generaliserade rorelsemangd.

(6 poing.)
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Losningsskiss for tentamen — Mekanik F del 2

(FFM521 /520)

Tid och plats: Tisdagen den 3 juni 2014 klockan 08.30-
12.30 1 M-huset.
Losningsskiss:  Christian Forssén

Obligatorisk del

1. Ren summering 6ver de fyra punktmassorna ger

Lo =Y mi(yl +27) =mP(1+0+140+1+0+1+0)=4ml’
Jyy:imi(x3+z§) =mlP(4+1+14+0+1+0+4+1)=12ml?
I, = Zl:ml(xf +y2) = ... = 12ml?

L, = —lz miziy; = —mi*(—1 — 1) = 2m/l?

I.. = — imixizi = —ml*(—2 —2) = 4ml?

sa att den sokta troghetsmatrisen i det givna koordinatsystemet blir

4 2 4
Ip=ml?*{2 12 0
4 0 12

Med en rotationsvektor @ = wx far vi rorelseméngdsmomentet
Lo = Io@ = wml?(4% + 2y + 42).

2. (a) Se kursboken, avsnitt 6/6. Storheter: m &r den stela kroppens
totala massa, w ar rotationshastigheten medan v ar masscentrums
fart och I ar troghetsmomentet med avseende pa en axel genom
masscentrum (vinkelrét mot planet).
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(b) Thérledningen for rorelse i planet kan vi anta att orts- och hastighets-
vektorer ligger i planet medan rotationsvektorn &ar vinkelrat mot
detsamma. Alla termer av typen p; X (p; X &) har darmed samma
riktning och denna riktning kan darmed lyftas ut ur summationen.
Detta faktum galler inte for allman rorelse i rummet.

3. Med koordinatsystem enligt nedan, beteckna vajerns och stangens ac-
celerationer med ggl = qzﬁli respektive ggg = ¢oz. 1 det givna liget ar
T — ¢1(0) = 0 = 30°, ¢1(0) = ¢2(0) = 0. Detta ger ldgesvektorerna
Foa = I(—%/2 — /3y /2) samt 7y = —L%/2. Dessutom #r givetvis
dop = 0. Kinematiken ger darmed att

2
V3

. 5 D ; 1. .
aG=aA+¢2Z><7’AG+¢2><(¢2X7’AG=---:Z¢17 —§(Z¢1+L¢2)Y-
(2)

- ~ . N N ~ - (V3. 1.
da=0do + ¢z X Toa+ @1 X (1 X Toa) = Py <7x——y (1)

¢1:
ﬁ

& x
Z

3l
o2 |

Med dessa uttryck kan vi nu teckna krafteekvationerna for stangen

. -3 1
X: mlgbl\/T_ = QT (3)
y: - m%(lél + Lég) = —mg+ \?T (4)

Medan momentekvationen runt stangens masscentrum (positiv riktning

moturs) blir
3L
Ty = Y27
¢2 9 9 ) (6)

med [ = mL?/12. Fran dessa tre rorelseckvationer kan vi 16sa ut de
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okanda
le - E?
- 18 ¢
Gp = BL
2
T = Lgmg,
13

vilket ger ratt dimensioner och rimliga svar.

For att jamfora med snorkraften vid jamvikt tecknar vi NII i y-led med
bagge snorena. Vi finner att

) V3
y: 27—3th7 —mg = 07

vilket ger att
T 6

= 75
ijkt 13
och det ar givetvis rimligt att 7" &r mindre an Tj eftersom vi ser en
acceleration av masscentrum nerat nar snoret brister.

4. Infor ett bilfixt koordinatsystem med &-axeln i bilens accelerations-
riktning och n-axel uppat. Pendelns upphangningspunkt kallas B, dess
langd [, och dess utslagsvinkel medurs fran lodlinjen for 6.

Ortsvektorn for pendelns masscentrum i ett inertialsystem blir
T G = FB + FG /B

Spanningen i snoret betecknas F'. Pendeln betraktas som en stel kropp.
Ekvationerna for dess rotation kring masscentrum, och for dess mass-
centrums rorelse ar

1_96 = —Fg/B X ﬁ,
mic = m(aé + ;}G/B) = F — mgj.

Relativa ortsvektorn 7/p har lingd [ och bestams helt av vinkeln 0.
Med polara koordinater ges ortsvektorn och accelerationen av

FG/B = lé?”a #’G/B = —lé2ér + leég

Rorelseekvationerna dr tre komponentekvationer for tre obekanta, (snorkraftens
tva komponenter och vinkeln), sa de skall rdcka for att 16sa uppgiften.
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Kraften F kan elimineras genom att vektormultiplicera forsta ekva-
tionen med 7g/p och sedan addera ekvationerna. Eftersom kulans
troghetsmoment ar forsumbart far vi

TG/B X r}_}G/B =Ta/B X (—a — gi).
Detta ger den skalara ekvationen
16 = —acosf — gsin.

Denna ekvation kan alternativt och enklare hérledas genom att ob-
servera att bilens acceleration ger en troghetskraft i det bilfixa koordi-
natsystemet sa att gravitationsaccelerationen —gn ersatts av —a& — g1).

Eftersom acos@+ gsinf = y/a? + g%sin(0 + 6p), med tan by = a/g = x
kanner vi igen rorelseekvationen. Det ar en plan pendel. Jamviktslaget
ar @ = —6p, och for sma utslag ger approximationen sin(6+6y) ~ (6+6)
harmonisk svangning med periodtiden

T =2m\/1/\/a? + ¢* = 27/1/g(1 + )" V/4.

Om bilen kor med konstant hastighet géller samma rakning fast med
a = 0. DA blir periodtiden en faktor (1 + z%)%/* lingre.

Extrauppgift (enbart FFM520)

e Uppgiften utgor en del av den grundliggande delen pa tentamen
for studenter pa kursen FFM520.

e Studenter pa FFM521 (dvs inskrivna fr.o.m ht 2012) skall inte
gora denna uppgift.

5. Fran kinematiken fas hastigheten for den rullande cylinderns masscen-
trum v = (R + r)w. Eftersom cylindern inte glider fis sambandet
¢r = w(R+r), dir ¢ ar dess rotationshastighet. Den kinetiska energin
blir darfor . ] 3

T = §m@2 + §j¢2 = Zm(r + R)2w2,

dir vi ocksa har anvint att I = mr?/2.
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Vad galler rorelsemangdsmomentet kan vi anvanda sambandet

— — - 1 5
Lo = Lg+mip/g x 0= §m7“2¢2 +m(R+r)é, X Uéy

= %mrQR :— Lo+ m(R+r)(R+ r)wz
=m(r + R) (;r + R) WZ.
(")verbetygsuppgifter

6. Kortfattad 1osningsskiss

e [ ett kroppsfixt koordinatsystem (£n¢, med ¢ i huvudsymmetri-
axlens riktning) blir troghetsmatrisen diagonal, Med totala mas-
san M = 4m fas

4

Iy=I¢e = 1), = % (2b2 + L2) ; I =1 = gmb2.

e FTri precession ger
Iep
(Io— I¢) cos 6’

dar p ar spinnet, ) presecessionshastigheten och 6 ar den fixa
vinkeln mellan dessa vektorer.

Q:

e Retrograd precession fas darfor da I, > I,.
Svar: (L/b) < V2.

7. Kortfattad 16sningsskiss

e Valj kilens horisontella lage relativt en punkt i planet som en
generaliserad koordinat (y), samt massans lage (x) relativt kilens
sluttande plan som den andra. Notera att den sistnamnda inte ar
given i ett inertialsystem och att det blir viktigt att tanka pa nér
vi tecknar den kinetiska energin.
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e Potentiella energin blir V' = —mgx sin a.

e Den kinetiska energin ar
1 1
T = §m(y2 — 292 cos a + 1% cos® a + % sin? a) + §My2.

e Den eftersokta accelerationen fas fran Lagranges ekvationer

vilket ger

(M +m)

= M—.QSanég
+ msin” «

e Vinoterar att Lagrangianen ar oberoende av y-koordinaten. Detta
betyder att systemet uppvisar en translationssymmetri i det ho-
risontella planet, dvs rérelsen beror inte pa var systemet befinner
sig i y-led. Konsekvensen blir att 0L/Jdy = 0 och dérmed att
OL/0y ar en roreslekonstant. Det sistndmnda &r en generaliserad
rorelsemangd och motsvarar i detta fall systemets totala rorelse-
mangd i horisontell riktning.
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