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Tentamen i TMA976 Matematisk analys, fortsdttning F
TMA975 Reell matematisk analys F, del A

Betygsgranser: 3=24p, 4=36p, 5=48p. Lérares nérvaro i tentamenssalen: ca 15.00 och 17.00.
OBS! Skriv namn och personnummer pa samtliga inlimnade papper.

1. Los begynnelsevirdesproblemet

y'—y —y=cosz, y(0) =0, ¥'(0)=0.

2. Berdkna gransvérdet

lim (cosx
z—40

3. Ar serien
o0

Z(_l)nln(l +n)

n
n=1

absolutkonvergent?
Ar den konvergent?

4. Los differentialekvationen
Yy —ytanz = cosx
i intervallet |z| < /2.

5. Definiera foljden (z,,)%°, genom zq = 3 > 0 och z,,11 = 22 fér n = 0,1,2,....
For vilka § > 0 konvergerar a) foljden (z,,)?
b) foljden (nlz,)?

6. For vilka reella x konvergerar serien

Var &r konvergensen likformig?
Bestédm derivatan av seriens summa i det inre av konvergensintervallet.

7. Ange och hérled Maclaurinutvecklingen av funktionen arctan x.

8. Betrakta en potensserie > 1° ax2". Formulera den sats som anger de tre mgjligheter
for seriens konvergens som kan férekomma.
Formulera ocksa den hjilpsats som anvénds for beviset.
(Inga bevis behover ges.)
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Losningar till tentamen 1
TMA976 Matematisk analys, fortsattning F
2007-08-23

1.

Ekvationens karakteristiska polynom &r »—r — 1, med nollstéllen
(1 £ +/5)/2. Den homogena ekvationen, alltsa 3" — vy —y = 0,
har darfor den allménna 16sningen

y(r) = Aexp (1 +2\/5x> + Bexp (1 — \/595) :

2

2

En partikularlosning till den givna ekvationen kan fas som realde-
len av en partikulirlosning till ekvationen y” —1 —y = €. Efter-
som koefficienten ¢ hér inte dr ett nollstélle till det karakteristiska
polynomet, kan vi d& ansiitta y(z) = ce™. Insatt i viinsterledet
ger det ¢(—1 —i — 1), s att ¢ = —1/(2+14) = (=2 +1)/5.
Partikulérlosningen till den givna ekvationen blir darfor y(x) =
R(ce™) = —%cosz — +sinz. Kombinerat med lsningen till den
homogena ekvationen ovan, betyder detta att den allméanna 16s-

ningen till den givna ekvationen ar

2 1 1 5) 1 —+/5
y(x) = —= cos T— sin x+ A exp ( il fx) +Bexp ( \/_a:> :

o} 2 2

Begynnelsevirdena y(0) = 0, ¢'(0) = 0 leder till ekvationssys-
temet

2
—+A+B=0

1 1+v5, 1-45

—z+ +2\/_A+ 2\/_3:0



med l6sningen A = B = 1/5. Den s6kta 16sningen blir da

(@) 2COS 18, +1 . 1++5 e 1—+5
r) = —— T——S1IN T+— X €T X €T
4 5 5 5P T Pl 7

som ocksa kan skrivas

2 1 2
y(x) = —peosT—¢ sin x + gex/Q cosh (zv/5/2).

2.
Skriv forst uttrycket som

C052 T

[ sin?

Incosz

Med Maclaurinutveckling kan exponenten har skrivas om som

LHODP (2 o)

(x4 O(23))?

1+ 0(@=?) _95_2 o

- x2(1+0(az2))( ; Ol >>
11+ 0(z?) 1

= a0 O

da r — 0. Gransvirdet blir alltsd e 1/2,

3.

For stora n ér absolutbeloppen In(1+n)/n av seriens termer storre
dn 1/n. Eftersom serien ) 1/n divergerar, ger jamforelsekriteriet
att dven > In(14n)/n divergerar. Den givna serien ar darfor inte
absolutkonvergent.



Termerna i den givna serien ar alternerande och gar mot 0. Om
dessutom deras absolutbelopp ar avtagande, medfor Leibniz sats
om alternerande serier konvergens. For att verifiera detta avta-
gande, ar nog det enklaste att ersitta n med en reell variabel x
och derivera. Vi far da funktionen f(z) = In(1 + z)/x for x > 0,
med derivata
, r/(1+2z)—In(l+2) z—(1+2z)n(l+2)
f(a) = : G |
T 2?(1+ )

For stora x dr har tiljaren negativ, medan ndmnaren ar positiv,
sa att derivatan ar negativ och funktionen f alltsa avtagande for
stora x. Detta betyder att absolutbeloppen av seriens termer ar
avtagande for stora n. Darfor medfor Leibniz sats att serien &r
konvergent.

4,

Detta &r en linjar differentialekvation av forsta ordningen, och
man kan multiplicera den med en integrerande faktor. For att
finna denna faktor observerar vi att en primitiv funktion till koef-
ficienten — tan x for y ar In cos z; har behovs inget absolutbelopp
eftersom cos x dr positiv i den angivna intervallet |z| < 7/2. Den
integrerande faktorn blir e®¢*% = cosz, och efter multiplikation

far vi ekvationen

y cosz —y sinx = cos® z.
Som vintat #r nu vinsterledet derivatan av en produkt. Aven
hogerledet skriver vi om, sa att ekvationen blir

cos2x + 1

/_
(ycoszx) = 5



Losningen ges av

_sin2r @ C
Y Ccos T = 1 +§+
eller
_ sinz x C
Y= 2cosx+cos:1:'
5.

Man far z; = 3%, 3 = 8%, x3 = 8% och allmint z,, = 5%,

a) For 8 > 1 divergerar dérfor foljden {z,}. For 0 < 8 < 1
konvergerar den mot 0, och for # = 1 far man den konstanta
foljden (1, 1, ...) och alltsé konvergens mot 1.

b) Med Stirlings formel kan nlz, skrivas

nlz, = n"e"V2rn(l+e€,)5*

_ enhn n—n+1iIn27+3 Inn+ln (14€,)+2" 1nﬁ’
dir ¢, — 0 da n — oo. For att se hur exponenten har uppfor
sig for stora n lagger vi mérke till att den dominerande termen
ar 2"InB. Om B > 1 gor den att hela exponenten divergerar
mot +o00, si att foljden {nlx,} divergerar. Om 0 < g < 1,
ar In 6 < 0, exponenten divergerar mot —oo och foljden {n!z,}
konvergerar mot 0. Om slutligen § = 1 dr det klart att {nlz,}
divergerar.

6.
Detta ir en potensserie med koefficienter ay = (—1)*/k% Efter-
som |a;|'* = k** konvergerar mot 1 da k — oo, ger rotformeln

4



att seriens konvergensradie dr 1. I konvergensintervallets dnd-
punkter x = £1 ar serien absolutkonvergent och dérmed konver-
gent. Detta betyder att serien konvergerar for || < 1 men inte
for |x| > 1.

For |z| < 1 kan man majorera |arz®| med 1/k%, och eftersom
> 1/k? konvergerar, medfor Weierstrass majorantsats att serien
konvergerar likformigt i intervallet |z| < 1.

Da |z| < 1 kan man enligt en sats derivera seriens summa termvis,
och derivatan blir alltsa

Den sista summan héar kiinner vi igen som Maclaurinutvecklingen
av funktionen In(1 + z), som konvergerar for |z| < 1. Déarfor &r
derivatan av den givna seriens summa —z~!In(1+ ) for |z| < 1.

7 och 8.
Se kurslitteraturen.
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