MATEMATIK Hjilpmedel: Inga, €] heller riknedosa

Chalmers tekniska hogskola Telefon: Marcus Warfheimer, 0762-721860

sid. 1 av 2 2005-12-13 kI. 14.00-18.00
Tentamen i TMA976 Matematisk analys, fortsittning F

Betygsgrinser: 3=24p, 4=36p, 5=48p bonuspoing (maximalt 4p) medriknade. Lirares nirvaro i
tentamenssalen: ca 9.30 och 11.30.

OBS! Skriv namn och personnummer pa samtliga inlimnade papper.

1. Los differentialekvationen
{ y/// _ 5y// + 8y’ _ 4y = xe® + 1,2
y(0) =4'(0) = 4"(0) =0.
(8p)

2. Los differentialekvationen

(0) = 1.
(7p)

3. Los differensekvationen
Ap42 — ?an—l—l'i‘%an :O, n:0,1,2,...
g = 0
a; = 1
(6p)

samt ange aggos-
a) Bestdm det polynom P(zx) av ligsta mdojliga grad for vilket

4.
lim lml+P@»2 ~ 1.
=032 — 2cosx —sin“x
(5p)
b) Avgoér om grinsvirdet
lim e_%

(2,9)—(0,0)
(4p)

existerar och berdkna i sa fall det.

Avgor for vilka reella tal x som serien

d.
1
Yoo "
'on(1 — cos ﬁ)
konvergerar. (6p)
6. Givet en funktionsfoljd (fx)5>, pa intervallet I = [0, 1]. Antag att
Jm filee) = 5
for varje konvergent f5ljd (z);>, av punkter i I. Sétt f(z) = 3 for z € I.
a) Visa att fr — f punktvis pa [ da k — oc. (2p)
(6p)

b) Avgér om f, — f likformigt pa I da k — oo.
V.g.V.



sid. 2 av 2
Tentamen i TMA976 Matematisk analys, fortsédttning F, 2005-12-13

7. Formulera och bevisa MacLaurins formel. Satser som anvands i beviset behover
endast formuleras.

8. Lat X2 ay vara en positiv serie, dér foljden (ax)g2, &r avtagande. Visa att
Y% | ay, konvergerar om och endast om serien ¥2°,2%a,. konvergerar. Anviind
detta kriterium for att avgora for vilka p € R som serien $3°, - ir konvergent

(dven om du inte visat det).

PK

(8p)

(642p)



Losningsforslag till TMA976, 2005-12-13

1. Los differentialekvationen
y" —5y" + 8y — 4y = ze® + z?
y(0) =y'(0) =y"(0) =0

Losning:
Homogenldsningen yy,: Karakteristiska ekvationen 72 — 5r%2 +8r —4 = 0 har
rotterna 7 = 1,793 = 2 vilket ger

yn(z) = Ae” + (B + Cx)e*.
Partikularlésning y,: Ansétt y,1(z) = Ez? + Fz + G och sitt in i
y/// _ 5y// + 8y' _ 4y — .T2.

Detta ger y,1(z) = —32? —z — %

Ansétt ypo(x) = (Hz + I)ze” 0(3181 satt in i
y" — by + 8y — 4y = ze”.
Forskjutningsregeln ger
(D+1)*—=5(D+1)2+8(D+1)—4)[Hz® + Iz] = =,

dvs
(D® —2D* + D)[H2* + Iz] = .

Detta ger y,2(z) = (322 + 2z)e”. En partikulérldsning ges nu av

Yp(®) = Yp1 (%) + p2(2)-
Den allménna 16sningen y(z) till ursprungliga differentialekvationen ar

y(@) = yn(z) + yp(2)

dar konstanterna A, B och C bestams av begynnelsevillkoren

y(0) = y'(0) = y"(0) = 0.
Efter derivering och insittning av z = 0 fas

A+B=+%

A+2B+C=-1
A+4B+4C = -3

vilket ger A=5,B =2 och C = —%.

Svar: y(z) = 5¢” + (52 — 2)e® — 12° —z — & + (527 + 22)€”



2. Los differentialekvationen

{y(0)=1

Losning: Differentialekvationen ar av Bernoullis typ. Dividera med y? och

.. o .. ! . o
sitt z = i Da géller 2’ = —% och vi far —32' =2 — 22, dvs

2 —32%z = —3a2°.
Detta ar en linjar differentialekvation av forsta ordningen som loses m hj a
integrerande faktor. Vi far

% (e % 2(z)) = —3z% *".

Integration ger

Alltsa géller

y(l‘) = Cew?, + 1 +$3'
Begynnelsevillkoret y(0) =1 ger C = 0.

1
1423

Kommentar: Om man inte direkt skulle identifierar ekvationen som en
Bernoulis differentialekvation kan man ju (som flera studenter gjort) skriva
om den som

Svar: y(z) =

d

75 “y(z)) = 32 (y(z))”

och sedan inse att detta ar en separabel differentialekvation med avseende
pa funktionen e’ y(z).

3. Los differensekvationen

tnys — Lapsr +L1a, =0, n=0,1,2,...
0,0:0,&1:1

samt berdkna asgos

Losning: Den karakteristiska ekvationen r? — @7‘ + i = 0 har rotterna
V3 P v
roe=—=xi—=—€e"'6,
P T 2

Detta medfor

1 1
an, = A(§)" cos(ng) + B(i)" sin(ng), n=0,1,2,...



Villkoren ag = 0, a; = 1 bestimmer konstanterna till A =0, B = 4. Vi far
a, = 227" sin(n%), n=0,1,2,...

Vidare ér 2005 = 6 - 334 + 1 och alltsa giller sin(2005%) = % Vi har

1

Svar: a, = 2* "sin(nZ), n=0,1,2,... och as0s = gz507-

4. (a) Bestdm det polynom P(z) av ligst grad sadant att
lim In(1+ P(z))

202 — 2¢os T — sin’ x

=1.

Lo6sning: MacLaurinutveckling av termerna i nimnaren ger

2?2 ozt 3
2—2cosx—sin2x:2—2(1——+_+0(3;6))_($__+O($5))2:
2 24 6
= L0 - (@ - T+ 0) = &+ 0(")

Vidare galler
In(1+1t) =t+0O(), t = 0.

Grinsvérdesvillkoret ger att P(z) har lagstagradstermen Z- och da

4
P(z) ska ha ldgsta mojliga grad maste P(z) = %.
4
Svar:P(z) = 7.
(b) Existerar gransvardet
lim e wz*‘m?;ﬂﬂ?

(2,y)—(0,0)

lz—yl

Losning: Namnaren i exponenten ar (z—y)? varfor funktionen e #*-2ev+s?

ir lika med e Fv och ir definieradad for alla (z,y) dir = # y. Sitt
D={(x,y): s #y} Da

D> (z,y) —(0,0) —— = —x
(@) > 0.0) = ——
och
et =0, t— —0
galler
_ ==yl
lim e a4y =0
(z,y)—(0,0)
Svar: -
z—y
lim e #®-2vt’® =
(z,y)—(0,0)



5. Bestam konvergensomradet for

1
D el "
"=1on(1 — cos ﬁ)
Losning: Satt a, = m, n=1,2,... Det giller att
NGO
1 _2n 1

och alltsa

V2n 1 1
Ylan| = 5 — 5 1 oo,
1+0(2)

Potensserien har konvergensradien R = 2.

Eftersom a,(+2)" 4 0 da n — oo giller att X292, mx" divergerar
7

for r = +2. Alltsa konvergerar serien endast for —2 < z < 2.

Svar: Konvergensintervallet ar (-2, 2).

6. (fe(z))2, dr en funktionsfoljd pa I = [0,1] sadan att I > zp — z da
k — oo medfor fi,(zx) — 3.
(a) Visa fy — f punktvis pa I dir f(z) =3, z € 1.
Losning: Fixera godtyckligt o € I. Valj zp = zo for k = 1,2,....
Da géller fi(z¢) — % da k — oo och alltsa fr — f punktvis pa I.

(b) Avgér om f — f likformigt pa 1.

Lo6sning: Antag att fr /4 f likformigt pa I. Da finns ett € > och
delfoljder (fk,)o, av (fi)52, och (x, )32, av (zx)72, C I sa att

1
| frn (k) — 5\ >e,n=1,2,...

Vilj en konvergent delfoljd (zy, )i°; av (zx,)5Z; vilket dr méjligt da
I r en kompakt méngd. Vi har zy, — 2z, | — oo for nagot z € I.
Betrakta nu foljden (Z,,)%_,, dar

m=1
Tm = T, alla by, <m <k, ,1=12,...
och
Tm =0 alla m < ky,.
Da géller

Ty — 2, M — OO



men

fm(Zm) 7 %, m — 00

eftersom .
| fien, (T, — 5\ >e 1=1,2,...
Detta ger en motsagelse och den likformiga konvergensen ar visad.
7. Se textboken
8. (ax)$2, ar en avtagande positiv f6ljd med limy_, ax = 0. Visa att
Ykt k
ar konvergent om och endast om

ar konvergent.

Losning: Vi obseverar foljande olikheter
a1+ (ag4as)+. . A (agk +agk g1+ . Aagri1_y) < a1 +2a3+2%a0 +. . . +25aq
och

a1 +ag+(aztag)+. . A (agky1+aok ot . Aaoki1) > art+ag+2ap+. . A+2Fag =

1
= a1+ 5(20° + 20z + ...+ 2" ayen).

Jamforelsekriteriet ger nu pastaendet.

Vidare skulle kriteriet anviindas for att avgora for vilka p som serien 332 =
konvergerar.

Losning: Vi kan anta att p > 0 (annars géller 5 / 0 di k — oo och da
divergerar serien). Enligt kriteriet ovan konvergerar E,;“;lkip om och endast

om .
k 1—p\k
E?;IQ (Qk)p = EIc;o:l(2 p)
konvergerar. Den senare serien ar en geometrisk serie som konvergerar for
|27?| < 1 och divergerar for |2'7?| > 1, dvs konvergerar for p > 1 och

divergerar for 1 > p(> 0).
Svar: Konvergens fér p > 1 och divergens for p < 1.

Kommentar: Svaret ar ju ingen Overaskning da detta ar ett vilkant faktum
vilket ju t ex ocksa foljer fran integralkriteriet.



