
MATEMATIKChalmers tekniska h�ogskolaTentamen i TMA975 Reell matematisk analys F, del ABetygsgr�anser: 3=24p, 4=36p, 5=48p. L�arares n�arvaro i tentamenssalen: a 9.30 oh 11.30.OBS! Skriv namn oh personnummer p�a samtliga inl�amnade papper.
Hj�alpmedel: Formelblad bifogas tesen, ej r�aknedosaTelefon: Axel M�alqvist, 0739-7792682005{04{02 kl. 08.30{12.30

1. L�os di�erentialekvationen � y0 = x2y � 3x2;y(0) = 1: (7p)2. L�os di�erentialekvationen� y000 � 6y00 + 11y0 � 6y = 24xe�xy(0) = 0; y0(0) = 1; y00(0) = 2: (7p)3. Avg�or om gr�ansv�ardena existerar1 oh ber�akna i s�a fall dem:a) limn!1�nk=1 (k+1)2k(k+2) , (4p)b) lim(x;y)!(0;0)(x2 + y2)x2y2 . (4p)4. a) Avg�or f�or vilka reella tal p som serien�1n=1 1np sin( 1n)konvergerar. (4p)b) Avg�or om �1n=1 (�1)nnpnkonvergerar. (3p)5. Best�am den allm�anna potensserie som satis�erary00 � xy0 + 2y = 0:Best�am oks�a potensseriens konvergensradie. (8p)6. L�at f vara en kontinuerlig funktion p�a intervallet [0; 1℄. Avg�or omlimn!1n Z 10 xnf(x) dxexisterar oh ber�akna i s�a fall gr�ansv�ardet. (8p)7. Formulera oh bevisa satsen om potensseriers konvergens. (7p)8. Formulera l'Hospitals sats. Bevisa n�agot av fallen. (8p)PK1Tolkning av produktsymbolen: �Nn=1an = a1 � a2 � : : : � aN



L�osningsf�orslag till TMA975, del A, 2005-04-021. ( y0 = x2y � 3x2y(0) = 1 �ar en separabel di�erentialekvation. D�a y � 3 ej satis-�erar y(0) = 1 g�aller Z y1 dyy � 3 � Z x0 x2dxdvs ln jy � 3j � ln j1� 3j = 13x3dvs jy � 3j = eln 2+ 13x3 = 2e 13x3dvs y = 3� 2e 13x3 d�a y(0) = 1.Svar: y(x) = 3� 2 13x3 .Kommentar: Problem kan naturligtvis oks�a l�osas med metoden med inte-grerande faktor.2. ( y000 � 6y00 + 11y0 � 6y = 24xe�xy(0) = 0; y0(0) = 1; y00(0) = 2Karakteristiska polynomet: r3 � 6r2 + 11r � 6 = (r � 1)(r � 2)(r � 3).Homogenl�osningen ges d�a av yh(x) = Aex + Be2x + Ce3x. Ans�att en par-tikul�arl�osning yp(x) = (ax + b)e�x.F�orskjutningsregeln till�ampad p�a(D3 � 6D2 + 11D � 6)[(ax + b)e�x℄ = 24xe�xger ((D � 1)3 � 6(D � 1)2 + 11(D � 1)� 6)[ax+ b℄ = 24xdvs (D3 � 9D2 + 26D � 24)[ax+ b℄ = 24xdvs �24ax + 26a� 24b = 24xAllts�a a = �1; b = �1312 .Den allm�anna l�osningen till di�erentialekvationen ges avy(x) = Aex +Be2x + Ce3x � xe�x � 1312e�xVillkoren y(0) = 0; y0(0) = 1; y00(0) = 2 best�ammer A;B oh C8><>: A+B + C � 1312 = 0A+ 2B + 3C � 1112 = 0A+ 4B + 9C � 1312 = 01



dvs A = 32 ; B = �23 ; C = 14 .Svar: y(x) = 32ex � 23e2x + 14e3x � xe�x + 1312e�x.3. (a) nYk=1 (k + 1)2k(k + 2) = 2 � 2 � 3 � 3 � 4 � 4 � : : : � n � n � (n+ 1) � (n+ 1)1 � 3 � 2 � 4 � 3 � 5 � : : : � (n� 1) � (n+ 1) � n � (n + 2) == 2 � (n+ 1)(n + 2) = 2 � 1 + 1n1 + 2n ! 2 n!1:Svar: 2(b) (x2+y2)x2y2 = fpol�ara koordinater x = r os �; y = r sin �g = er4 os2 � sin2 � ln(r2)d�ar jr4 os2 � sin2 � ln(r2)j � 2r4j ln rj ! 0; r ! 0.Allts�a (x2 + y2)x2y2 ! 1 d�a (x; y)! (0;1):Svar: 14. (a) sin 1n = 1n + 1n3B( 1n) d�ar funktionen B �ar begr�ansad i en omgivning av0. D�a P1n=1 1np konvergerar om oh endast om p > 1 g�aller� P1n=1 1np sin( 1n) konvergerar f�or p > 0 d�aj 1np sin( 1n j � Cnp+1 f�or n = 1; 2; 3; : : : f�or n�agot C > 0 en-ligt j�amf�orelsesatsen.� P1n=1 1np sin( 1n) divergerar f�or p � 0 ty f�or p � �1 g�aller 1np sin( 1n)90 d�a n!1 oh f�or p 2℄� 1; 0℄ g�aller1Xn=1 1np sin( 1n) = 1Xn=1 1np+1| {z }divergent + 1Xn=1 1np+3 �B( 1n)| {z }konvergentSvar: Serien konvergerar om oh endast om p > 0.(b) P1n=1 (�1)nnpn �ar en alternerande serie oh funktionen f(x) = xpx = e 1x lnx�ar avtagande f�or x > e d�a f 0(x) = xpx � (1+lnxx2 ) < 0 f�or x > e. Menf(x)! 1 d�a x!1 oh det �ar ett n�odv�andigt villkor f�or att en serieska konvergera att termerna g�at mot 0. Allts�a divergerar serien.Svar: Serien divergerar.5. Betrakta y00�xy0+2y = 0. Ans�att potensserier y(x) =P1n=1 anxn. F�or x idet inre av konvergensintervallet g�aller y0(x) =P1n=1 annxn�1 oh yk(x) =P1r=2 ann � (n � 1)xn�2. Ins�attning i di�erentialekvationen oh indexbyte2



ger P1n=0 an+2(n+ 2)(n+ 1)xn �P1n=1 annxn + 2P1n=0 anxn = 0.dvs ( 2a2 + 2a0 = 0an+2 � (n + 2)(n+ 1)� nan + 2an = 0; n = 1; 2; 3; : : :Vi har ( a2 = �a0an+2(n+ 2)(n+ 1)� an(n� 2) = 0; n = 1; 2; 3F�or j�amn index g�aller( a2 = �a0a4 = a6 = : : : = a2k = : : : = 0F�or udda index g�allera2k+1 = (2k � 3)(2k + 1) � 2ka2k�1 == (2k � 3) � (2k � 5)(2k + 1) � 2k � (2k � 1) � (2k � 2)a2k�3 == �(2k � 3)!!(2k + 1)! a1; k = 1; 2; : : :Detta ger y(x) = a0(1� x2)� 1Xk=1 (2k � 3)!!(2k + 1)! a1x2k+1F�or att best�amma konvergensradien skrivy(x) = a0(1� x2)� a1x 1Xk=1 (2k � 3)!!(2k + 1)! x2kd�ar vi s�atter h(x2) =P1k=1 (2k�3)!!(2k+1)! x2k. Som funktion av t = x2 konvergerarh(t) f�or jtj < R d�ar 1R = limk!1 (2k�1)!!(2k+3)! = (2k�3)!!(2k+1)! = limk!1 2k�1(2k+3)(2k+1) = 0dvs R =1. Allts�a y(x) konvergerar f�or alla x 2 R.Svar: y(x) = a0(1� x2)� a1P1k=1 (2k�3)!!(2k+1)! x2k+1 oh serien konvergerar f�oralla x, dvs konvergensradie R �ar "R =1".6. Vi noterar att f�or en kontinuerlig funktion f p�a [0; 1℄ med f(1) 6= 0 g�allerinte att nxnf(x) konvergerar likformigt p�a [0; 1℄ d�a n!1 eftersomnxnf(x)! ( 0 x 2 [0; 1[�1 x = 1 d�a f(1) 6= 03



oh gr�ansfunktionen inte �ar kontinuerlig.Vi noterar vidare attn Z 10 xnf(x)dx = n Z 10 xn(f(x)� f(1))dx+ n Z 10 xnf(1)dx;d�ar� n Z 10 xnf(1)dx = nn+ 1f(1)! f(1); n!1oh(�) n Z 10 xnjf(x)� f(1)jdx! 0; n!1F�or att visa (�), s�att M = maxx2[0;1℄ jf(x)� f(0)j.F�or varje 1 > Æ > 0 g�aller� n Z 1�Æ0 xnjf(x)� f(1)jdx � nn+ 1(1� Æ)nM ! 0; n!1.Fixera � > 0. V�alj Æ > 0 s�a att jf(x)� f(1)j < � f�or jx� 1j < Æ. F�or dettaÆ > 0 g�allern Z 11�Æ xnjf(x)� f(1)jdx < � nn + 1(1� (1� Æ)n+1) < � alla n:Allts�a, f�or varje � > 0 existerar N s�a attn Z 10 xnjf(x)� f(1)jdx < � f�or alla n � N:Allts�a limn!1n Z 10 xnjf(x)� f(1)jdx = 0:Svar: limn!1n Z 10 xnf(x)dx = f(1).
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