
Matematik, Chalmers/GUTentamen i TMA975 Reell matematisk analys F, del ATid: 11/12 2004, kl 14.00 � 18.00Hjälpmedel: Formelblad bifogas tesen, ej räknedosaTelefonvakt: Leonid Gershuni 073- 977 9268. .1. Lös di�erensekvationen � yn+2 � 3yn+1 + 2yn = n2y0 = 1; y1 = 2 (7p)2. Lös di�erentialekvationen � y00 � 2y0 + y = os2 xy(0) = 1; y0(0) = 2 (7p)3. Avgör om gränsvärdena existerar oh i så fall beräkna dem(a) limx!0 artan x�sinxx3 osx ,(b) lim(x;y)!(0;0) x3x2�y . (4p+4p)4. (Denna uppgift ska endast räknas av studenter i högre årskurs som inte gjortMATLAB-tentan 2004-12-04.) Bestäm en ike-trivial lösning (y(x) 6� 0) tillx2y00+xy0+(x2�1)y = 0 på formen �1n=0anxn samt beräkna konvergensradienför denna. (8p)5. Konvergerar eller divergerar(a) �1n=1 tan 1nln(n+1) ,(b) �1n=1 1n1+ 1n ? (4p+4p)



6. Låt f vara en kontinuerlig reell funktion som uppfyllerjf(x)j � C1 + x2 ; x 2 R;där C är en positiv konstant. De�niera1 F på R somF (x) = �1n=�1 f(x+ n):Visa att(a) F är kontinuerlig oh periodisk med perioden 1, dvs. F (x + 1) = F (x)för alla x 2 R.(b) för varje kontinuerlig periodisk funktion G(x) med perioden 1 gällerZ 10 F (x)G(x) dx = Z 1�1 f(x)G(x) dx: (7p)7. Formulera oh bevisa Leibniz' konvergenskriterium för alternerande serier.(8p)8. De�niera begreppet likformig konvergens på en mängdM för en funktionsföljd,samt formulera oh bevisa satsen om gränsövergång under integralteknet fören likformigt konvergent funktionsföljd. (7p)

1F (x) = limN!1 �Nn=�Nf(x+ n)



L�osningsf�orslag till TMA975 del A, 2004-12-111. L�os ( yn+2 � 3yn+1 + 2yn = n2; n = 0; 1; 2; : : : (�)y0 = 1; y1 = 2L�osning:Karakteristiska polynomet: r2�3r+2 = (r�1)(r�2) ger homogenl�osningeny(h)m = A+B2m.F�or partikul�arl�osning ans�att y(p)n = n(C +Dn+En2), d�a 1 �ar ett nollst�alletill det karakteristiska polynomet. Ins�attning i (�) oh identi�ering av ko-eÆienterna ger n0 : �C +D + 5E = 0n1 : �2D + 3E = 0n2 : �3E = 1Allts�a �ar 8><>: C = �136D = �12E = �13L�osningen till (�) ges avyn = y(h)n + y(p)n = A+B2n � 136 n� 12n2 � 13n3; n = 0; 1; 2; : : :KoeÆienterna A oh B best�ams fr�an begynnelsevillkoren y0 = 1; y1 = 2vilket ger A = �3; B = 4.Svar: yn = �3 + 4 � 2n � 136 n� 12n2 � 13n3; n = 0; 1; 2; : : :.2. L�os ( y00 � y0 + y = os2 xy(0) = 1; y(0) = 2L�osning:Karakterisisk polynomet: r2 � 2r + 1 = (r � 1)2 ger homogenl�osningenyh(x) = (A+Bx)ex. Ans�att partikul�arl�osning ~yp(x) = C+Dei2x d�a os2 x =12 + 12 os(2x).Detta ger( C = 12(�4� 2 � 2i+ 1)Dei2x = 12ei2x dvs ( C = 12D = � 350 + i 2251



Vi f�ar partikul�arl�osningenyp(x) = 12 + Re ((� 350 + i 225)ei2x) = 12 � 350 os 2x� 225 sin 2x:L�osningen till di�erentialekvationen ges avy(x) = yh(x) + yp(x) = (A+Bx)ex + 12 � 350 os 2x� 225 sin 2xKonstanterna A oh B best�ams av begynnelsevillkoren y(0) = 1; y0(0) = 2.Vi f�ar A = 1425 ; B = 4025Svar: y(x) = (1425 + 4025x)ex + 12 � 350 os 2x� 225 sin 2x.3. (a) limx!0 artanx� sin xx3 os xL�osning:MaLaurinutvekling av n�amnare oh t�aljare gerartan x� sin xx3 os x = x� x33 � (x� x36 ) +O(x5)x3 +O(x5) = �16 +O(x2)1 +O(x2) ! �16 ; x! 0:Svar: �16 .(b) lim(x;y)!(0;0) x3x2 � y .L�osning:S�att f(x; y) = x3x2�y . Vi f�arf(x; 0) = x! 0; x! 0f(x; x2 � x3) = 1! 1; x! 0Svar: gr�ansv�ardet existerar ej.4. L�os x2y4 + xy00 + (x2 � 1)y = 0 med potensserieansats.L�osning:S�att y(x) = P1n=0 anxn. F�or jxj < R, d�ar R = konvergensradien f�orpotensserien kan denna deriveras termvis upprepade g�anger. Detta gerx2 1Xn=2 ann(n� 1)xn�2 + x 1Xn=1 annxn�1 + (x2 � 1) 1Xn=0 anxn = 0Detta ger (efter lite byte av index)8><>: an(n(n� 1) + n� 1) + an�2 = 0 n = 2; 3; : : :a1 � a1 = 0a0 = 0 2



dvs a2k = 0; k = 0; 1; 2; : : :a2k+1 = (�1)k(12)2k 1k!(k + 1)!a1; k = 0; 1; 2; : : :Allts�a y(x) = a1 1Xk=0(�19k(12)2k 1k!(k + 1)!x2k+1Denna potensserie har konvergensradienR = 1=( limk!1 a2k+3a2k+1 ) 12 =1;dvs, konvergensomr�adet �ar R.Svar: a1P1k=0(�1)k(12)1k 1k!(k+1)!x2k+1 med konvergensomr�adet R.5. Konvergerar eller divergerar(a) 1Xn=0 tan 1nln(n + 1).L�osning:J�amf�or med 1n lnn , d�ar vi vet att P1n=2 1n lnn divergerar.tan 1nln(n+1)1n lnn = n tan 1n � lnnln(n+ 1) == n( 1n +O( 1n2 ))| {z }�!1 � 11 + ln(1+ 1n )lnn| {z }�!1 �! 1; n!1J�amf�oreslsekriteriet p�a gr�ansv�ardesform ger attSvar: serien divergerarKommentar: Observera att en utvekling av logaritmfunktionen a laln(1 + n) = n +O(n2)ger ingen information d�a resttermen dominerar.(b) 1Xn=2 1n1+ 1n .L�osning:J�amf�or �aven h�ar med 1n lnn . Vi har1n1+ 1n1n lnn = lnnn 1n ! +1; n!1:3



J�amf�orelsekriteriet ger ( 1n1+ 1n � 1n lnn f�or stora n) attSvar serien divergerarKommentar: Man kan inte utifr�an att 1 + 1n > 1 dra slutsatsen att�1n=1 1n1+ 1n konvergerar!!6. f 2 C(R) uppfyller jf(x)j � C1+x2 ; x 2 R. S�attF (x) = 1Xn=�1 f(x+ n); n 2 R:Vi ska visa:(a) F 2 C(R) oh F (x+ 1) = F (x) f�or alla x 2 R(b) R 10 F (x)G(x)dx = R1�1 f(x)G(x)dx f�or alla G 2 C(R) d�ar G(x + 1) =G(x) alla x 2 R.L�osning:Fixera kompakt intervall [�R;R℄ d�ar R > 1. D�a g�aller att jf(x + n)j �11+(n2 )2 alla x 2 [�R;R℄ f�or alla jnj � 2R. Weierstrass M -test ger attPjnj�2R f(x+ n) konvergerar likformigt p�a [�R;R℄ oh s�a oks�a hela F (x)(Den punktvisa konvergensen klar direkt via j�amf�orelse med serien � 1n2 ).D�a alla translationer f(x+n) av f(x) �ar kontinuerliga oh serien konvergerarlikformigt �ar F kontinerlig p�a [�R;R℄. F (x+1) = F (x) f�oljer l�att. VidareZ 10 F (x)G(x)dx = Z 10 1Xn=�1 f(x+ n)G(x)dx = fgr�ans�overg�angunder R -teknet med likformig konvergensg == 1Xn=�1Z 10 f(x+ n)G(x)dx = 1Xn=�1Z n+1n f(x)G(x� n)dx == 1Xn=�1Z n+1n f(x)G(x)dx = Z 1�1 f(x)G(x)dx:
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