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Linjira differentialekvationer av ordning n
En linjir differentialekvation av ordning n dr av formen
™+ an 1 (@)™ + - a(@)y + ao(z)y = h(x). (1)

Ekvationen kallas homogen om h(z) = 0, inhomogen annars. Ekvationen sigs ha konstanta
koefficienter, om a,-1,- .., 01, 6p alla &r konstanta.

Skriv vansterledet i (1) som L[y], ddr L ar en differentialoperator. Vi nskar uttrycka L
med hjilp av deriveringsoperutorn D = %. Vi har

y = Dy, y"=D%%=D(Dy) osv,
sa att

Lyl = D"y + an1D" 'y + -« + a1 Dy + agy
= (D" +a,_ D" 4+ 4+ a,D+ay)y = P(Dw.

Alltsg ar L= P(D) = D"+ a, 1D" 1+ - +a,D + ag ett polynom i D. Vi kallar L linjar,
eftersom

Ly +yo] = Liy] + Llye],
Lioy] = aLly], o konstant.

For en typisk term ax(z)D* i P(D) ér namligen

ax(2) DF iy + y2] = ax (@ Dy + DFa) = ap () D¥yy + ap(z)DFp,
ax(x)DFay] = aag(z)DPy,

varefter addition ger pastdendet.
Om yy och yo dr losningar till den homogena ekvationen Lly] = 0, si 8r ciy + coyp ocksa
en losning fGr godiyckliga konstanter ¢; och cg, ty

Licyyn + coya] = e Lfpn ) + ealfys) =1 -0 420 = 0.
Detta brukar kallas superpositionsprincipen.

Sats. Om y, dar ndgon losning tidl Lly] = h{z) (en portikulirldsning), sé ér y en lisning il
L{y] = h(z) om och endast om yp, = y — yp loser Liyy] = 0. Med andra ord har Ly] = h(z)
allminna ldsningen y = yn + yp, ddr y, dr allmdénnoe losningen Gl Liy,] = 0.

Bevis. Pa grund av lincariteten hos L ér

Lly — yp] = Lly| — Llyp] = Lly] - Mx),

varfor Liy] = h(z) om och endast om Liy — ] = 0. 0




Homogena ekvationer med konstanta koefficienter

Antag nu att alla a; #r konstanta. Betrakta den homogena ekvationen Liy] = P(D)y = 0.
Polynomet P kallag for det karakteristiske polynomet, och ekvationen
Piry=r"+apar" '+ +ar+ap=0

kallas karakteristiska ekvationen.
Vi behover négra regler for rikning med operatorpolynom. Om a och b ir konstanter, si
s

(D +a)}(D + )] [y] = (D + &)[(D +b)y] = (D + a)[Dy + ty]
= D{Dy + by] + a{Dy + by) = D*y + bDy + aDy + aby = (D* + (a + ) D + ab)y,
dvs. vi far multiplicera ihop (D +a){D+5) = D?+aD+bD +ab "som vanligt”. Allméint galler
for polynom P och ¢ med konstanta koeflicienter att (PQ){(D) = P(D)Q(D). Vi behdver

ofta berékna uttryck av formen P{D)}{ze®], dir ¢ &r en komplex konstant. Férst pAminner vi
om att om ¢ =+ 4, ir

e = elotif)z — (a2 ihT _ 0T (eog B2 4+ isinBz) och De™ = ce.

Sats (Forskjutningsregeln). Om P har konstanta koefficienter, och om ¢ dr en (reell eller

komplez) konstant, dr
P(D)[ze**] = e** P(D + ¢)z.

Bewis. Det giller att
D[ze®®] = 2'¢® + zee™ = e“*(Dz + cz) = (D + ¢)z = €%z,
D*[26%] = D[21e%] = (D + ¢)z1 = e (D + €)%z,
och allmént
D¥[2e%] = (D + c)* 2.
Av detta fas nu
P(D)[ze**] = D™2e"] + an-1 D" [2e] + - -+ + a1 D[2e°*] + agze™®

= e®(D+ )"z + an_ 165D+ )" T2+ -+ 01(D + )z + age™z

=e*(D+e)" +an_1(D+e)" 7+ +ai(D+c)+ag)z

= e P(D + ¢)z,
vilket #r pastiendet. 0

Lat oss Aterviinda till ekvationen P(D)y = 0. Om r &r en konstant, ir D¥e™ = rke™ och
P(D)[e"*) = P(rje™, och alltsd dr e™ en losning till P(D)y = 0 om och endast om P(r) = 0,
dvs. v ar en rot till karakteristiska ekvationen. Lat nu de olika rétterna till P(r) = 0 vara
r1, T2,.-.,7% med multipliciteter mq, ma,...,mg. For varje j, 1 < 7 < kK, kan vi enligt
faktorsatsen skriva P(r) = Q,(r)}{(r — r;)™ for ndgot polynom @; av grad n — m;. Lt p;(z)
vara ett godtyckligt polynom av grad ym; — 1, 1 < 7 < &. Enligt forskjutningsregeln dr
P(D)p;(z)e”"] = e7FP(D + ry)[pj{z)] = €970 (D + ;) D™ [p;(z)] = 0.

Enligt superpositionsprincipen &r varje funktion av formen y = pi{z)e™* + .- + pi(x)e™* en
losning till ekvationen P{D)y = 0. I sjilva verket ger detta allménna ldsningen till ekvationen.




Sats. Om den Earakteristiska ekvationen P(r) = 0 har de olika rétterns ri, v, ...,7r med
multipliciteter my, ma, ..., mg, s4 ar den allminna losningen till ekvationen P(D)y = 0

y =pi(z)eF + -+ prla)e™, (2)
dir p;(z) dr ett godtyckligt polynom av grad higst m; — 1 for j =1,2,...,k.

Bewvis. Vi har redan visat att varje funktion av formen (2) ir en 16sning. Omvint méste vi nu
visa att varje 16sning ir av den formen. Beviset dr induktionik. Om k = 1, &r P{r) = (r—7r1)",
och om ¥ #r en godtycklig 16sning till P(D}y = 0, si ar enligt forskjutningsregeln

Dtye ™™ ¥ = e "D — )yl = e T P{D)y = 0,

varfor n integrationer ger att ye "% dr ett polynom p;(x) av grad hégst n—1 = m, — 1. Alltsd
giller pastaendet f6r k£ = 1. Antag si att & > 1 och att pastdendet dr sant for varje polynom
P med firre dn k olika nollstéllen. L&t nu P ha & olika nollstéllen och 14t y vara en godtycklig
l6sning till P{D)y = 0. LAt som forut nollstillena vara 71, 73,...,r; med multipliciteterna
ma, Mo, ..., M. Skriv P{r) = Qi1{r){r — 7)™, och sétt =z = (D — v )™y. Da &

0= P(D)y = Q(D)}D —r)™y = Q1(D)z.

Eftersom (1 &r ett polynom med de & — 1 olika nollstillena ro, ..., 7 med multipliciteter
a, ..., My, ger induktionsantagandet att

z = go(z)e*® + -+ + g (x)e™"
for vissa polynom g¢;(x) av grad hégst m; — 1, j = 2,..., k. Enligt forskjutningsregeln &r
D™ [ye—nx] — e—rlx(D _ T‘1)mly — g T, qz(x)e(‘rg—h)w N qk{w)e(""_“l“’.
Integrera partiellt enligt foljande monster: Om g(z) ir ett polynom och ¢ # 0, ér
g(z)e™ dz = lq(sc)e‘”" - / —l—q'(:::)e‘""c dr = lq(m)e“ — iq’(sc)e“ + / igr"'[.'f:}e“' dz
c .S e ¢ c? c?
= = g()e 1,

dér §(z} dr ett polynom av samma grad som ¢(x) och C &r en konstant. Upprepad anvandning
av detta ger vid handen att det finns polynom pi{z), p2(z), ..., pelx) av grad higst my — 1,
mo —1,...,my — 1 83 att ‘

ye % = py (z) +p2($)e{1“27r1)$ +- +pk(ﬂi‘)6(”*”)x.

Dirfor blir y av formen (2), och satsen ir bevisad. d

Inhomogena ekvationer

Betrakta nu den inhomogena ckvationen P(D)y = A(z), dir P{r) = v + ap_ 1" 1 4+ - +
ajr + ag dr cti polynom med konstanta keeflicienter. Vi skall ange hur man kan finna en
partikuldrlésning 1 ndgra olika fall.




L. h{z) = polynom.

Om ag # 0, ansétt y,{x} = ¢(z), dir gz} ar ett polynom av samma grad som h(z).

Omay =ay = = a1 =0, anp, # 0, ansitt yp(z) = z™g(z), dir g(z) ir ett polynom av
samma, grad som h{z).

IL h{z) = g{x)e™®, dar g{z) &r ett polynom.
Skriv y = ze®*. D4 blir
P(D)y = P(D)[ze""] = e**P(D + a)z = g(z)e*?,

sd att P(D + a)z = g(z), som l6ses som i I. Vi ser att man ocks direkt kan ansitta y,(z) =
z™q(z)e™, dir g{z) 4r ett polynom av samma grad som g{z), och dir m #r multipliciteten
hos o som rot till karakteristiska ekvationen P{r) =0 (m =0 om « inte ér en rot).

III. h{z) = g(x) cos Bz eller h(z) = g(z)sin Bz, dir g(z) &r ett polynom.
Betrakta hjilpekvationen _
P(D)u = g(z)e®

och bestiim en 18sning som i II. Skriv alltsd u = ze*%. D blir
P(D)u =€ P(D L if)z = g(z)e®*,  P(D+if)z = g(x),
och vi kan bestdmma en I6sning 2 i form av et limpligt polynom. Vi har
P{D)[Reu + ilmu] = g(z)(cos Bz + isin Bz),
och om P{D) och g(z) har reella koefficienter, blir

P(D)Reu| = g(x)cos Bz och P(D)[Imu] = g(z)sinSz.

IV. b{x) = g(z)e™® cos Pz eller h(z) = g{z)e™® sin Bz, dir g(x) &r ett polynom.
Betrakta hjdlpekvationen _
P(D)u = g(z)el 1),

och bestdm en partikuldrlésning.

V. hlz) = ha(z) + ha(z).
Lés P{D)y1 = ha(z) och P(D)ys = ha(z). Da dr yy(z) = 11 (x) + yo(z) en losning.
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Iteration, Newton-Raphsons metod

Kjell Holméker
19 november 2003

Iteration

Rekursionsformler av formen 2, = f(zn—1) upptrider ofta. Anvindning av en sddan rekursions-
formel brukar kallas iteration, eftersom man anvinder funktionen f om och om igen. Iteration
anvinds ofta for att 16sa ekvationer numeriske.

Exempel 1. Sok en rot till ekvationen
z-Y1+z=0,2 z>0.

Ekvationen kan ocksé skrivas

=]

,2

YT+z
Man kan litt visa att (1) har exakt en rot o (se Sats 1 nedan). Da hdgerledet i (1) 4r mindre &n
0,2f6rz >0 mistevihal<a< 0,2. I forsta approximationen bér vi da kunna fbrsumma

jamfort med 11 /1 + . Vi far

T = z >0 (1)

i

a=z; =02

Om vi nu i stillet ersitter z i hogerledet av (1) med z;, bor vi fa en battre approximation av «,

namligen
& 0,2

OB YT o

Fortsitter vi pd detta sitt far vi

~ 0,1882.

2
RT3 = T-lp’_l_—— ~ (), 1888,
L2

0,2
. T YT
Det forefaller troligt att o ~ 0, 1888 med fyra korrekta decimaler. H

]

~: ), 1888.

o=

Betrakta nu allmént en ekvation av formen
z = f(z). (2)

Vi skall forsoka 15sa (2) med iteration. Utgd d& fran ett startvirde zg och generera talen z1, Z2,.-.
genom rekursionsformeln

2o = fl@ao1), n=1,2,.... (3)

Ekvivalent med (3) kan vi skriva

Int+l = f(‘TTL): n=01,.... (3,)




Var forhoppning &r att talftljden {z,}3%, skall konvergera wmot en rot &ill (2). Det gor den dock
inte alltid, utan vi behdver gbra vissa antaganden om funktionen f. Vi skall forutsitta att f
uppfyller foljande villkor:

(i) f &r definierad och kontmuerhg i ett intervall I = [a, ).
(i) flz)eI,dazel
(it) f &r deriverbar i I, och det finns en konstant & < 1 s& att |f'(z)| <k for z € I.

Om z och y &r tvA punkter ur I, finns enligt medelviirdessatsen ett tal £ mellan z och y, s3
att f(z) ~ f(y) = (. — y) f'(¢). Eftersom £ € I, ger villkoret (iii) att

£(2) - F@)] < K|z —yl. | @

Anmirkning. En funktion som uppfyller (4), kallas Lipschitzkontinuerlig med Lipschitzkonstant
k. Det récker att f uppfyller (ii) och (4) med k < 1.

Sats 1. Antag att f satisfierar (i)-(ili). Dé har (2) en entydigt bestimd ldsning z = o i I.

Bevis. Bilda g(z) = = — f(z). DA &r g kontinuerlig pa I, och vi har g(a) = a — f(a) < 0
och g(b) = b— f{b) > 0 (eftersom bade f(a) och f(b) tillhér I enligt (ii)). Enligt satsen om
mellanliggande virden finns minst en punkt o i I s3dan att g(a) =0, dvs. @ = f(a). Antag att
@ € I ocksh 8r en rot till (2), s& att @ = f(&) . D4 &r enligt (4)

la — & = | f(e) — F(&)] < kla — &,

och d& k < 1, méaste vi ha & = o, vilket visar entydigheten, B

Villkoret (ii) garanterar att foljden xo, z1, ... &r vildefinierad for ett godtyckligt zy € I, ty
om négot z, € I, s& ger (3') och (ii) att ocksd xp4, € I. Déirmed fis med induktion att z, € I
for alla n. Vi skall nu bevisa att z, konvergerar mot « di n — oo, och vi skall ocksa hiirleda
en feluppskattning. D4 f &r kontinuerlig pa I, &r ocksd |f| kontinuerlig, och alltsi antar |f| ett
stdrsta virde pd det slutna och begrinsade (kompakta) intervallet I. Vi sitter

m = max|f(z)|. (3)

Sats 2. Antag att f satisfierar (1)—(iii). For godtyckligt o € I konvergerar foljden zg, z1, T2, .
definierad genom (3) mot o, den entydigt bestémda roten i I till (2). Vidare giller

|Zn — af < &*(|z0| + m), (6)
dir m ges av (5).

Bewis. Vi har redan visat (i Sats 1) att det existerar en entydigt bestimd rot o € T till (2),
Vidare har vi sett ovan att z,, € I foér alla n. Nu ger (4)

[T = o] = |f(zn-1) — fla)| L k|lTp1—a| rn=1,2,.... (7)

Upprepad anvindning av (7) ger
lon —of <klz,_; —a| <kZ|zao—0o] < o <Kz — o < k™|zo — af. (8)

2




Eftersom 0 < & < 1, s& giller att k* — 0 d& n — oo, och alltsa far vi av (8} att z, = o dd
n — oo, Enligt (5) &r

|lzo — a] = |zo = f(a)] < |zo] + [f(@)} < |2o] +m,

varfor (8) ger _ :
|20 = & < k"|zo — af £ K" (|zo| +m),

vilket visar (). H

Betrakta, ater Exempel 1. Vi har dir f(z) = —391\/22, och vi kan ta I = [0, 1]. Férutsattningarna
(i)-(ii1) &r uppfyllda med £ =10,2- g, och vi har m = 0,2. Enligt (6) &r (eftersom zq = 0)

2
|24 — e < (03 ) 0,2(4-10_6,

vilket visar att o = 0, 1888 korrekt avrundat till fyra decimaler.

Figurerna 1 och 2 visar hur iterationen z, = f(z,-1) kan &skadliggtras gfa.ﬁskt. I Figur 1 &r
|F(z)| < k < 1, och foljden z, konvergerar; i Figur 2 &r déremot 5 divergent.

y = £(x)

AY
y = x ¥ =x
y = £(x)
N
| :
2F- "= : \
x‘ ™~ 4 :. : :
7 4 ; : y
f 1
t : (.
L1t > x > x
X, xl %, Xy )
Figur 1

Exempel 2. Los ekvationen z° + 2z — 1 = 0. Eftersom funktionen z* + 2z — 1 &r stringt
vixande, finns exakt en rot . Om man vill anvinda iteration, méaste ekvationen skrlvas pad -
formen z = f(z), vilket kan goras p4 minga sitt. Tre mojligheter &r foljande:

1 1

- — — — = —
a) z=+1-2z, by = 2( PN

1—z%), c)
I a konvergerar inte iterationerna, medan man i b och c far virdet 0,45340 efter 10 resp. 7
iterationer utgiende fran zp = 0. o

1bar flz) = 5(1 — 2°). Lat oss ta I = [0, 1. Daaro < f(:s)
maxzey |f'(z)] = % -0,25. Enligt Sats 2 &r jzi0 — a{ < (— 0,25)1% . &
a = 0,4534 med fyra korrekta decimaler. Analogt analyserasc. W

= m, och k =

<3
< 3-1075. Alltsd &r

Naturligtvis kan en talfoljd z, erhallen genom iteration som i (3) ha ett eget intresse och
uppkomma pa annat sitt in som en metod att 16sa ekvationen z = f(x) numeriskt.

3



Exempel 3. Undersék om talféljden z,, definierad av zq = 0 och

Tnt1 = V3 + 2y forn=0,1,...,

dr konvergent eller divergent. -

I detta fall &r rekursionsformeln av formen (3') med f(x) = +/3 + z. L&t I vara intervallet
[0,3]. Vi har 0 < f(z) € V6 < 3 for € I, och vidare &r |f'(z)| = ﬁ < é—% <lférzel
Forutsittningarna (i)—(iii} 4r alltsa uppfyllda, och enligt Sats 2 konvergerar z, mot den entydigt

bestéimda 16sningen till ekvationen 1 =3+ z i I. Vifira? —z~3=0,z = } £ /1 + 3. Men
z > 0, varfor limp o Tn = 3(1++/13) MW

Newton-Raphsons metod )

" Antag att vi dnskar 16sa en ekvation f(z) = 0. Vi kan da skriva om ekvationen si att den blir av

formen z = F(x), och sedan kan vi forsdka lésa den senare ekvationen med iterationen zp4q =

F(x,). En sddan omskrivning kan ske pAd ménga sitt; vi skall hir beskriva en sdrskilt effektiv
iterationsmetod, kallad Newton-Raphsons metod. Den motiveras kanske enklast geometriskt. Om .
metoden har givit oss =, som approximation till en rot till f{z) = 0, far vi nésta approximation

Tn.1 genom att dra tangenten till kurvan y = f(z) i punkten (z,, f(zn}} och soka dess skirning

med z-axeln; se Figur 3. '

F 8 y
) (xnpf(xn))
VX
MR .
X 41 x
y = £(x)
Figur 3 .
Tangentens ekvation &r .
y= f(zn) + f'(@a)(z — 2n), | [
och y = 0 ger hir =z = z,4. Alltsd ar rekursionsformeln
f{zn)
Lntl = Ty — ) n=201,.... 9
+.1 n f’(x'n) ( )
Vi ser att (9) ar av formen .4, = F(z,) med
f(z)
Flz)=1z -
@ =250

Observera att z = F(z) < f(z) =0 (om f'{z) #0).

4



~Antag att f(z) = 0 har en rot a, aft f har kontinuerlig andraderivata och att f'(a) # 0. D&
kan man visa, att om begynnelseapproximationen o ligger tillrickligt néra o, sa konvergerar
foljden z, i Newton-Raphsons metod mot a, och konvergensen &r snabb. Det giller ndmligen att

lzn — a| £ Cltn_1 — af?

for ndgon viss konstant C (s. k. kvadratiskt konvergens), vilket ger en snabbare konvergens in
uppskattningen |z, — a| < k|zn—1 — of, som vi hade forut.

[ praktiken itererar man tills resultatet inte dndras inom den dnskade noggrannheten. V1 kan
litt hirleda en feluppskattning, som bygger just pa skillnaden mellan tvA successiva iterationer.
Lat oss anta att vi vet, att roten o ligger i ett visst intervall I, och att vi har foljande uppskattmng

for f'(z):
0<k0<lf l(kl forz € I. .' (10)

Antag att iterationerna T, i Newton-Raphsons metod tillhdr I, och sitt &, = |Zn41 — Tnl. Ut
(9) och (10) far vi d& '
f{zn)

L VIES

1 .
Z 'E;U (zn)]-
Vidare ger medelvirdessatsen att det finns ett tal § mellan o och Zn, alltsd i I, sddant att

Flan) = flzn) — fla) = (20— ) f1(E),

och enligt (10) fas |f(zn)| > |zn — o - ko. Allts & &r
|z, — af S +=dn, (11)

vilket ar den dnskade feluppskattningen.

Exempel 4. Los ekvationen x3 + 2z — 1 = 0 med Newton-Raphsons metod (jimfor Exempel 3).
Vi har f(z) = 2® + 2z — 1, f'(z) = 32* + 2, och (9) ger

s + 2z, — 1
$n+1=$n——ﬂ3$—12]_:'2—', n 2> 0.
Eftersom f(0) < 0 och f(3) > 0, giller att roten o tillhdr I = [0, 3] {det finns bara en rot
eftersom f'(z) > 0). Med zg = 0 f&s z3 = 0,4533983..., och ytterligare iterationer paverkar
inte de fem forsta decimalerna. Nirmare bestdmt har vi att dy = |zq — 23| <7107 7. Eftersom
2 < |f(z)| <2,75 for z € I, och z3 € I, ger (11) feluppskattmngen

|m3—a|<3§-5- 7.1077 < 1076,

Alltsd &r o = 0,45340 med fem korrekta decimaler. W
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