Matematik CTH&GU
Tentamen i inledande matematisk analys F/TM (TMA970)., 2011-01-13. kl. 8.30-12.30

Hjdlpmedel: Inga, ej heller raknedosa

Telefon: Ragnar Freij, tel. 0703 — 088304

OBS: Tentan rittas och beddms anonymt. Skriv tentamenskoden pa samtliga inldimnade papper!
Fyll i omslaget ordentligt!

1. Visaatt 2" +1 ar delbart med 3 for alla udda tal m ON
a) med induktion (4p) b) utan induktion (2p).

2. Berdkna ldngden av kurvstycket y=e*,-In2<x<In2.

3. Lat f(x) = |x|sinh(2x), xOR.
a)Ar f C'? Ar f C*?
b) Berikna arean av det omrdde 1 1:a kvadranten som begrédnsas av y-axeln och kurvorna

y=f(x) och y=sinh(1)cos(2_73bf).

4. Lat f(x)=+-arctant, D, =]0,00[ .

a) Visa att f dr injektiv och striangt konvex.
b)Bestim a sdatt Df ' (f(a))=-1.

¢) Berikna Jf(x)dx.

5. Lat f(x)= arctanh(\/; —1) [ arctanh (u) = ln\/% ]

a) Ange D, och V, ochrita y = f(x) med angivande av konvexitet/konkavitet.

b) Berikna If(x)dx.
0

6. Lat f,g:R - R, ¢0OR. Visa att om sdvidl f som g har ett gransvirde da x gar mot a
sd har dven [ +g ett grinsvirde da x gar mot a. Géller omvéndningen?

7. Formulera och bevisa integralkalkylens medelvirdessats for tva funktioner.

Betygsgrinser: 24p — 35p ger betyget 3, 36p —47p ger betyget4, 48p eller mer ger betyget 5
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Tentamen inledande matematisk
analys (tma970), 11-01-13, losningar

uppg. 1
Pastaende: 2m + 1 &r delbart med 3 for varje udda tal m € N.
ANM: Talen 2°! dir ¢ dr primtal kallas Wagstafftal.

a) Vi visar med induktion att 22"~! + 1 i#r delbart med 3 for alla n € N:
I. n=1: VL =2+1= 3 &r delbart med 3 o.k..

II. Foruts.: 22P~1 + 1 ar delbart med 3 for p € N, p < mq for nagot mg € N.
Past.: 220mot1)—1 4 1 — 92mo+1 4 1 41 delbart med 3.
Bev.: 22motl 4 1 —4. (22’”0’1 + 1) — 3 &dr delbart med 3

ty 22mo—1 11 4r delbart med 3 [enligt foruts.]. VsV
III. Induktionsaxiomet ger da att 227! + 1 #r delbart med 3 for alla n € N. vsv
b) Om m dr udda s& &r xop = —1 ett nollstélle till polynomet p (z) = 2™ + 1,

alltsa ar (faktorsatsen) p(z) = (z + 1)k (z) dér k(z) (=a™ ' + ...+ 1) &r ett
polynom av grad m — 1; for © = 2 fas p(2) = 2™ + 1 =3k (2) (k(2) € N) vsv.
Eller: om m &ruddasasir 2" +1=(3-1)"+1= Y (M)3*(-1)" " +1=

m
=3 (1)3% (1) + (=1)" + 1 delbart med 3 ty (~1)" +1 =0 och
k=1

m

(%

m
> (7)3k )™ ¥ &r delbart med 3. Eller: forn € N ar 22141 = 2.47 41 =
k=1
=2-3+1)"+1=2-3 (})3"+1=2- (})3*+3 delbart med 3 ty > (})3"
k=0 k=1 k=1
dr delbart med 3. VSV
uppg. 2
Kurvan C:r=17r(z) = (z,¢”),—In2 % 1n2 har lingden
In2 In2 In 2 In2
[ F@)|de= [ |1e)|de= [ VI+teXde= [ Yie2dy =
—In2 —In2 —In2 —In2
[ 14e2 =12, 2e%da = 2tdt _\f 2o
T lr=h2 = 1+4 =t x=-In2 < 1+3 =¢> | L P17
7
\/gtz—l-i-l ve 1 ve 1
= [ dt= [ (1+m)dt: J (1+ (j—H—J)dt:
N 5 5
2 2 2
V5 1 ¢+
=+ imi] = F e in (G F2) -
2
5 345

5 ) En annan 16sning;:

[ V14 e?*dx = [¢* = sinhv,e”dz = coshvdv] = [ CS‘:;};I Ldv =
=/ cosh’ v gin} ydy = S (smthr sinh v )dv = coshv + 35 1p coshv—l

2 2
SV Y G M G > =%

cosh? v—1 cosh? v—1 cosh v+1



1y Vite™ 1
=1+ e + ln\/l_s_%+1 t+ lnmso

En liknande integral fas med parametrisering C' : 7 = r (u) = (lnwu, u), % L2

2
fw \du_fH ﬂdu:!M%yZﬁ:[1+u2:ﬁm]zjig;dtsm
2

svar: % +1n (3%‘/5)

uppg. 3
Lat f (z) = |z|sinh (2z); f dr udda.
a) f dr C* i alla punkter a € R\ {0} ty £z och sinh (2z) &ir C i varje a # 0.

" AL Af  f(®)—f0) _ —sinh (22) dd 2 <0 .
For a = 0: —f === { sinh (22) diz >0 alltsa giller

lim &L = lim Af =0, dvs. f dr deriverbar dven i origo med f’ (0) = 0.

204 AT T—
smh 2z) — 2z cosh (2z) da = <0
sinh ( 2ac + 2z cosh (2z) da x>0

hm f’( )= hm f’ () =0= f'(0), dvs. f’ &r kontinuerlig &dven i origo.

A _ F@)-f0) _ —.Sin}gtw —2cosh(2z) daz <0
M +2cosh (2z) da x>0

, alltsa giller

, alltsa giller

z z—0

lim A—’; =4 £ hm Af = —4, dvs. f’ 4r inte deriverbar i origo.
xr

|:sinhx(2x) _ 251nh(2m2)a:smh0 s 92cosh (0) da = — 0:| ]

b) Lat g (z) = sinh (1) cos (25%); péa [0, ] &r f stréngt viixande och g stréngt
avtagande, g (0) > g (5) = % =f (%) > f(0), alltsa dr g (x) > f (x).

Det inses dven sa: g &r stringt konkav, h(z) = xsinh (2z) stréingt konvex péa
[—3.3] ty ¢" <0, h” >0 p& |-, [, kurvorna y = g (z) resp. y = h (x)
ligger alltsa over resp. under sekanten mellan ( %, S‘nzhl) och (—%, Si“2h1).
Eller bara pa [O, %} y = g(x) ligger over sekanten mellan (0,sinh1) och
(%, smhl) y = f (x) ligger under sekanten mellan (0, 0) och (1 S‘nhl) Eller sa:
pa [0,2] dr v =g — f str. avtagande ty v’ < 0, alltsa ar v (z )zv( ) =0.
Arean av omradet D mellan kurvorna y = g (z) och y = f (z) 4r siledes

1

of (g(x)— f(x))de = z (sinh (1) cos (35%) — @ sinh (22)) dz = [p.i]
= sinh (1) [% sin (%Tx ]5 — [%xcosh (2z) — 7smh 2z ]0%
= sinh (1) % — 1 (cosh (1) — sinh (1)) = 3\/35:”“1 - e:_
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svar: [a) f ar C! men inte C? b) - (3v/3sinh1 — T)

uppg. 4

Lat f(z) == —arctanf (= 2 +arctanz — 5); f ar C* (pa Dy =]0,00[ ).
a) f'(z)=— zz +H_$2 <0ty1+x2>$2 ellertyf’(x)zm<0

det ger att f #r stréingt avtagande alltsa injektiv (pa Dy !). f dr striangt konvex

1" 1:2 I2
ty f/(z) = Wimg) #r stréingt vixande eller ty f (x) = %—;))D > 0.

b) Df~*(yo) = % =—a*(1+a?) dér yo = f (a) =+ —arctan X, a > 0.
fol(yo):—1<:>a4+a2:1<:>(a2+%)2:g <:>Oa = ‘[ L—op
a?>
= = 1 '
5,0 V¥ (¢ = det gyllene snittet !).

c) [ (% —arctan 1) dz =[part. int.] =1In gg—(zarctanf-i-fx P+l )Z

=Inz— xarctanf -1 ln (33 + 1) +c= %ln §+ atarctan; + ¢ och ddrmed
0 . 2 tan L In
[f(@)dw= lim (alnzé‘ﬂ — ) o (Jmi-F)=0-1+12 42

. 2 .
ty hm In (g%l) = IILH;O In (ﬁ) =In (1+0) In1=0 och
lim % = lim arctant lim v = lim (0)
r—oo L0+ arctan t=v—0 tanv v—0+ '

ANM: Att [ f(z)dz &r konvergent inses genom att t.ex. visa (litt!) att
1

0< f(z) < 55 for o > 1. svar: b)a:\/@:\/@ c) r2ln2-d

uppg. o
Kom ih&g: arctanh (u) = 5 (In (1 +u) — In (1 — u)), Dactann = ]—1,1] och
D arctanh (u) = 1 (H—% - ﬁ) = 1. Vi skall studera funktionen

f(z) = arctanh (y/z —1) = 1 In (21(?5) =1(ilnz—-In(2-2)):

a) Dp={x:2>00ch —1<z—-1<1}={z:2>00ch0<z <2}
. _ —o00 da x — 0+ . oo

alltsa &r Dy =10,4], f (z) — o dip 4 f dr C* ty In och /z —

dr C° pé 10, oo], satsen om mellanliggande véirden ger Vy = ]—o00, 00|



’ _1(1 1 =1\ _ 2=Vrt+Vr _ 1
f(x)72(21 22—V 2$)74x(2 Vvz) | 2z(2- \F)>0
l _ 1 o1
[eller [/ (z) = () ~], det ger att f &r stringt viixande;
: s I _ 1] _ 2—%96% _ 3(ve-3%) <0dazx< ?
vidare &r f" (z) = 35 ( (2130%)2) = 4(29671:%)2 S0dia> E , det ger

att f dr stringt konkav pa ]0, %] och stringt konvex pa [16 4[ (— ir en
4
inflexionspunkt), f (1) = [sétt in /z = 3] = 1In 25% =12

4
b) ff (x) dx dr generaliserad 1 0 och i 4, f <0 pa ]0,1] och f > 0 pa [1,4][,

1
man kan berikna ff )dx = ff ) dx+ ff ) dx, men det behovs inte.

Vi berdknar forst en primitiv funktlon till f pa ]0,4[:
l6sninga 1 (forst part. int.):

:ff(:p)da::xf(x)ffmf’(:r)dx:% n(QfL/;) ffh(;ﬁ)dz—

=5n (%) - f 21(2i\/5)

[f2(2_1\/5)da::fmdx—f(z\/%—i—(z_\/%%ﬁ)dx:

dr =

T —2In(2—+/x) (eller substituera z = t2...)

i (3zlnz—zln(2— Vz)+2y/z+4In (2 - V) +¢,
eller F(z)=1[(Inz —In( Qfﬁ))da::

@ VI =t t? 2444
] vt = { de—dt | =)l = SR =

:f(—2—t+2—_t>dt:—2t—%t2—4ln(2—t)

(zlnz—2)—zln(2— 2)+2y/z+ % +4In(2 - V2)) +c =
zlnz+2yx+ (4 —2)In (2 — \/z)) + ¢, dirmed &r

(@) do=F @)} = (Jim F @)~ lig F(0)) =
%.lim (3zInz+2yz+ (4—2)In(2— x)) —
—§$1Lr61 (3zInz+2y/z+ (4 —2)ln(2- 7)) =
=4 (22 4 440)-21(3-0+0+4In2) =

[ T |

16sning 2 (forst substitution):

farctanh(\/af—l)dx— v=(1+1)" f12 1+ t)arctanh () dt =
5 | dr=2(1+¢t)dt e N



J2(1+t)arctanhtdt = [part. int.] = (1+¢)?arctanht — [ (ifigzdt:
= (1—|—t)2arctanht+ft2_t§#dt: (1+t)2arctanht+f(l+%> dt =
= (1+t)?arctanht +¢t+2In(1 —¢t) +¢
=L+ 0)2MmA+t) —In(l—t) +t+2mm(t—1])]", =
:tliq_(t+%(1+t)21n(1+t)+%(4—(1+t)2)1n(1—t))—
- Jim (t+3(14+0)2mA+0)+5(4-1+8)*)In(1—1t) =
[A—1+8)2=024+1+t)2-1-t)=3+t)(1—1t)]
thnll_(t+%(1+t)21n(1+t)+§(3+t)(1—t)ln(1—t))—
= Jim (5140 I+ )+ 5 (4142 In(1-1) =

t———
=1+422 4.0 (-14+0+3(4-0)In2) =2.
Vi utnyttjade standardgrénsvirdet lirgl ulnu =0. svar:
u—U+

a) Dy =10,4[, V; =R, f &r konkav pé |0, 18], konvex pa [{£,4]  b) 2

| y=a1‘ctanh(\r";— 1)

6: Omvindningen géller ej, motex: f (z) =sgn (z), g (z) =sgn(—z), a =0
eller f(z)=-%,g(x) =1, a=1 ...



