Matematik CTH&GU
Tentamen i inledande matematisk analys F1 (TMA970), 2008-01-15, kl. 8.30-12.30 i V

Hjalpmedel: Inga, ej heller rdknedosa,
Telefon: Micke Persson, tel. 0762 — 721860
OBS: Ange linje och inskrivningsar samt namn och personnummer pa skrivningsomslaget.

1. a) Visa med induktion att (1+ x)n >1+nx foralla 2<neN, 0=xe[-1 0. (5p)
b) Berakna lim (1+X) 2_1_ ™ (2<neN) genom att anvanda binomialteoremet. (4p)
X— X
2. Lat f(x)=|sinx|e"*.
a) Ar f deriverbar i origo? (3p)
b) Rita kurvan y = f (x) med angivande av extrempunkter och inflexionspunkter. (6p)
c) Berékna arean av omradet {(x,y):0<x<27z,0<y< f(x)}. (4p)

3. Berakna langden av kurvan C:r=r(t)=(2t-sin(2t), 4sin(t), cos(2t)),0——>2z. (6p)

4. Berakna volymen av den rotationskropp som uppkommer da omradet

1 .
X, ¥):In(2)<x, 0<y< } roterar ett varv kring x-axeln. (7p)
{( y):In(2) NG g

2
5. Bestdm en primitiv funktion till f(x):ln( X )+ 3x+4 :

a 0,00 (6
X2 +3x+2) x2+3x+2 pa J0,o] (p)

och avgoér om jf(x)dx ar konvergent eller divergent (4p). (10p)
0

6. Ldt f:R > R, ]Ja,b[<D; (a,belR,a<b).

a) Visaattom f &r strangt avtagande pd ]a,b[ saar f injektivpa ]a,b[. (2p)
b) Visa att om f &r deriverbar pd ]a,b[ och f'(x)<0 forvarje xe]a,b[ saér

f strangt avtagande pa ]a,b[. Géller omvéandningen? (6p)

7. Formulera och bevisa integralkalkylens medelvardessats for tva funktioner. (7p)

Betygsgranser: 24p — 35p ger betyget 3, 36p —47p ger betyget 4, 48p eller mer ger betyget 5 BB
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uppg. 1

a) Pastéende: For alla 2 <n € N giller P (n): (1+2)" > 1+ nz
("Bernoullis olikhet"; —1 < z # 0 ett reellt tal; for = 0 giller likhet).
Bevis med induktion:

I for n=2giller: VL= (1+2)> =1+ 2z + a2 2,12 =HL,

P (2) &r alltsa sant.

IL. Foruts.: (1+2)™ > 1+ ma #r sant for alla m € N, 2 < m < py,
for nagot 2 < pg € N.
Past.: (1+2)""" > 14(po + 1)z érsant (dvs. P(po) = P (po+1)).
Bevis: VL= (1+2)"" =1 +2)™(1 +a) > (L+pox)(1+a) =
oruts
=14 pox + = + pox? >2 1+1+(p0+ )x=HL. vsv
pox2>0

ITI. Induktionsaximet ger d& att P (n) &r sant for alla 2 <n € N. vsv

b)(1+2)" —1-nz = i(:)xk—l—nx:i(z>xk7

binomialteoremet p_— k=2
2 s 11 (I+z)"—1—mx _ . n n k—2 _ n
alltsaarilinoixz —i%kEZ(k)x —< 9 )—H).
’svar: b) ”(”27_1)‘
uppg. 2
—sinx jcosz 3
a) f I) f(()) @eceosx C(li;‘;;(? alltsd (ty hH(l)smwecosm -1. 61)
xr
lim M =—#e= lim £@=7O qys. f ar inte deriverbar i origo
z—0— r—04 z

( f(x; g(o) saknar griansvirde da x gar mot 0).

b) f har period 27 och #r jimn, det ricker alltsd att studera f pa [0, 7]:
for0 < x < miar f' (z) = (cosz — sin®z) €% = (cos?z + cosx — 1) €% =

. 1 5
= ((cosa:—i— %)2 — g) ecosT = (cosx + 1*2‘5) (cosx—k +2\f> €T

>0
det ger med «y = arccos f ,0<ap < 5t ff () { 28:11: 2 <<mx<<oz70r ,
0

1

=

f antar alltsi i o et striingt lokalt maximum (f (o) = V2V V5 — le
och 10 och i 7 ett striangt lokalt minimum (f (0) = f () = 0).



2

f"(z) = (—2sinzcosz — sinz — sinz cos® z — sinz cosx + sinz) e°** =

<0 dal<az<3

>0 daT<az<nr , det ger att f &r

= —sinz cosx(3 + cosx) €77 {
—_—

—% sin 2z >0
konkav pa [0, g] och konvex pa [g, 7r], 5 ér alltsa inflexionspunkt.
Eftersom f &r jimn s har f ett stringt lok. maximum dven i —qg och ér
konvex pa [—7r, —%] och konkav pa [—g,O].

ANM: f &r konvex pa [g, 37”] men inte konkav pé [fg, g}'

27
c) Arean av den skuggade méngden 4r A= [ [sinz|e“%dz =
0

27

sinze®dz + [ (—sinz) e dr = [—e 7|7 4 [e5F2T =2 (e — e ).

Ot—x

™
2

ANM: eftersom f #r symmetrisk kring = 7 (eller med [ (—sinz) e®**da =

s ™ ™
[t =u+27| = [ [sinu|e™¥du)sair A= [ |sinz|e“%dr =2 [sinze®dx.
0

svar: o -
’a) nej b) min. i k7, max. i arccos \/52*1 + km, infl.pkt. i T + k7 c) 4sinh 1 ‘
uppg. 3

r(t) = (2t — sin (2¢) ,4sint, cos (2t)) =
|7 (t)] = [(2 — 2cos (2t) ,4 cost, —2sin (2t))| =

= \/4 + 4 cos? (2t) — 8 cos (2t) + 16 cos? () + 4sin? (2t) =

= /8 — 8cos (2t) + 16 cos? (t) = 4/sin’ () + cos? () = 4, kurvans lingd &r

2m 2
alltsa L= [ |/ (t)|dt =4 [ dt = 8.
0 0

Kurvan (och dess projektion pd xy-planet) ser ut sé:




uppg. 4

00 2 %)
. " 1 _
Volymen av rotationskroppen &r . lfz T ( rnhx) dr=r [ F—=

= [ e (- ta)dr=r[met]” = (lm i —m ) =

=7 (O—ln%).

er+1

svar : win3

uppg. o

2 3x4+4 i : .
f(z)=In I2+%I+2+m2f£+2. Borjamed [In 5. 12dx = [integrera partiellt] =

2 2 22 (2% +324+2)—2°(22+3)
— z _ z+3z+2 | (
=l o — [ (22 +32+2)? du
2 2 2 2
_ x _ 2e°+6x+4—2x“—3x T _ 3x+4 2
=zln %= Ik P dr =zl 7% Ik ez de, alltsa

F (.’E) = f f ($> dx = f <1n :1:2+z32m+2 + z2ﬁt?:;i2) dr = xln x2+z32m+2 +ec

Ev. blir rikningarna enklare med In m =2 —In((z+1)(z+2) =
[t>0] =2lnz—In(z+1) —In(z+2); F kan ddrmed #ven beréknas s& hér:
F(z)=[ 2z —In(z+1)—In(z+2))dz + [ 2525de = [pd., pbud] =
2(zn—z)—((z+ 1) In(z+1) -2+ (z+2)In(z +2) —z)+[ (%ﬂ—&—%ﬁ) dr =
=2zlnz—(z+1)In(z+1)—(z+2)ln(z+2)+In(z+1)+In(z+2)+c=
=zln %5 +c so.

D4 har vi Tf(w)da::jf(x)d:rJr}Of(x)dm:
0 0 1

. . . 1‘2 . 222
F(1)— lim F(z)+ IILI&F (z)—F (1) = lim xIn >0 — wlir&rxlnm =

z—0+ T—00

T 2

(14342
= lim <m1(1+w+i2) (3+2)>— lim 2zlnz —zln(z+1) —zln(z+2)) =
xTr—

T—00 %'*]%2 0+
n 342
— lim <—W(3+§)) —(2:0-0-0)=—1-(3+0)—0=—3,
T—00 z T2
~ _ ~ n(14+24+3)\ o I(14+h) _
ty mlir(r)lJr(xlna:) =0 och zl:n;()( T ) = }ILEIB =1

(h=2+2 —>0daz— 00). [ f(z)dx br alltsi konvergent (med virdet —3).
0

[e o]
svar: En primitiv funktion ér zIn #21%2’ J f(z)dz #r konvergent
0




	tenta(tma970)jan08.pdf
	tentajan08los.pdf

