Matematik CTH&GU

Tentamen i inledande matematisk analys F1 (TMA970), 2006-10-25, kl. 14.00-18.00i V
Hjédlpmedel: Inga, ej heller rdknedosa,
Telefon: Elizabet Wulkan, tel. 0762 — 721860
OBS: Ange linje och inskrivningsar samt namn och personnummer pa skrivningsomslaget.
Ange namn och personnummer pa varje inldmnat blad du vill ha réttat.
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1. Ar jsin X dx  resp. J‘sinx dx konvergent eller divergent? Motiver vil! (4p)

2. Givenidrkurvan C:r=r(t)=(coshz,sinht,¢), 0——>a (a>0).
a) Berdkna langden av kurvan. (5p)
b) Till vilken punkt kommer du om du gér 2 lingdenheter lings kurvan C fran (1,0,0)? (3p)

3. Lat f(x)=x((Inx)* —In(x2)+2), D, =]0,c0].

a) Visaatt f #r injektiv och berikna Df'(e). (6p)
b) Varér f konvex resp. konkav? (2p)
¢) Berikna arean av omradet {(x,y): 0<x<e, 0< y < f(x)}. (6p)
4. a) Visaatt Z-— :/,1rct:¢1n(x2 )< xiz for x>1. (5p)
b) Ar I(% —arctan(x?))dx  konvergent eller divergent? (2p)
0
5. Funktionen f:R—>R gesav f(0)=1 och f(x)= 1+Sinx; I=sinx f5r 02 xeR.
a) Visaatt f dr jimn och kontinuerlig. (4p)
. l+sinx - 22
b) Berikna lim rsmxY 7T, X . (4p)
x—>% X — %
¢) Ar f deriverbari £? (4p)
6. a) Formulera och bevisa regeln for derivatan av en summa av tva funktioner. (6p)
b) Definiera (ZJ (mynelN,m<n). 2p)
7. Formulera och bevisa differentialkalkylens medelvéardessats (Lagranges sats). (7p)

Betygsgrénser: 24p — 35p ger betyget 3, 36p —47p ger betyget4, 48p eller mer ger betyget 5 BB



Tentamen inledande matematisk analys
for F1 (tma970), 06-10-25

uppg. 1
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For 0 <z <1 #& sinz < z, alltsd 0 < 5“”” 7, /
0
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sing da: konvergent.
Jamforoliokrl‘r
0
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< 1\1/5, /m\l/idx konvergent
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For 1 <z #r |sinz] <1, alltsd 0 < e
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svar: bada #r konvergenta (alltsa &r / %dw konvergent)
0

sin x

dxr konvergent — / smxdx konvergent.

uppg. 2
a) r(t) = (cosht,sinht, t) = o/ (t) = (sinht, cosht, 1), alltsd dr kurvans lingd

:/|r’ (t)|dt:/\/sinh2t+cosh2t+1dt:/v2cosh2tdt:
0 0 0

= \@/ cosh tdt = v/2sinha [cosh2 — sinh? = 1].

b)L:ﬂsinhaz?(z}e“—e‘“:2\/§<:>e2a—2\/§e“:1
= (" -v2)’=3= " =v2+V3=a=In(V2+3);
punkten vi kommer till &r r (a) = (cosh a,sinh a,In (\/E—i— \/§)) =

= (VI+ (V2 VEI (VB4 VB) ) = (VBVEI (V24 VD))
\Mz a) In (\/§—|—\/§) b) (\/g, V2,1n (\/§+\/§))‘




uppg. 3
flx)=x ((1111’)2 - 21nx+2> (x > 0)

— f'(#)=(Inz)’ —2lnz+2+a (21"w -2) = (Inz)*.

a) f'(z)>0 foralla 0 < x # 1, eftersom f dr kontinuerlig sa ger det att f &r
striingt viixande pa ]0, 1] och pa [1,00[ och dirmed injektiv pa hela |0, ool.
Df~t(e) = ﬁw) dir f(a) =a ((lna)2 —2lna+ 2) =e,vi"ser" a=e
(Ine=1), alltsa &r Df ! (e) = ﬁ =1.

21 5
b) f"(z) = cne { i 8 32 i i 1 , dvs. f #r stréingt konkav i ]0, 1] och

strangt konvex i [1,00[ (1 #r inflexionspunkt).
c) /w ((ln$)2 —2lnx + 2) dx =[p.i.]
= 9”—22 ((lnx)2—2lnm+2) —/””2—2 (21% — %)d,’E:
((1nx)2 —2Inz + 2) - / (zlnz — z) dx =[p.i]

= 9”—22 ((lnx)2—2lna:+2> — x;lnx—&—%z—l—z;—i—c.
En primitiv funktion till f &r alltsd F (z) = % ((ln z)> =3Iz + %)
f(x)>0forz >0ty lirgl+f (x) =0 (standard) och f str. viixande, alltsa

ir arean A = [ f (z)dz = [F ()" = F (¢) - im F (x) =
0

z—0

:§(1,3+%)70:% (limxln:z:()).

svar: a) Df~'(e) =1 b) f str. konkav i]0, 1], str. konvex i [1,00[ ¢) %

uppg. 4
a) For z > 1 giller ? <tanZy (ty 0< % < Z), det ger
arctan 5 L= arccotm =7 - arctanm < 1 (arctan dr str. viixande).
Eller satt f( ) =5 +arctan( H-2Z da ar for = > 1
2z

fl(z)==3+ 1 = wan <0, dvs. f &r str. avtagande;

eftersom lim f(z) =04+5 -5 =0 sadr f(x)>0 for o >1 vsv.

oo
b) Eftersom 0 < g — arctan (x2) < m% for x > 1 och /m—gdm konvergerar, sa
1

konvergerar dven 7 — arctan (2?)) dz (jamforelsekriterium),

H\g



](2

Z — arctan (ﬂc2)) dz existerar (ej generaliserad), alltsa

svar: / - arctan )) dx ar konvergent.
0
uppg. 5
f(O) — 1 OCh f(a:) _ \/1+sinz;\/1—sinz.

a) f drjimnty f(—=x)=

V1—sinx—+/1+sinx
—x

= f(x); f 4r kontinuerlig i varje

punkt  #0 ty f &r sammansatt av kontinuerliga funktioner (|sinz| < 1);

2sinz

f ar kontinuerlig &ven i 0 ty hmf( )= ili%z(\/erm)

_ 2 1 sinx __
lvie= mvoe= il £(0) (hr% =1, x ir kontmuerhg).
b) Sitt g (z) =1 +sinz — 2‘[z g #r deriverbar i 7, alltsa dr
W@ g (E) Vi3
lim —————== = lim T =4 (3) =
=5 X — 5 x—5 xr — b
B cos § 2\[ 2V2
2,/1+sin% 7T T
c) Vi skall undersska om % har ett grénsvirde da z gar mot 7:
2
fx)—f(3) | IERE SRR Lisinz—vl-sinz _ % ~ VI+4sing —/1—sinz — QT‘/ix
c=3 3 r@-3)
1 [vVI+sinz — 224 v1—sinzx
= — —— = — snudr for 0 < x <7
V1-—sinz V1-sin®z (x,,C)O;erSm da = <3
T— 5 (x—f)\/l—l—smx H%dé z>3
cos x _ N _Sm(x_f) — =1 3=
Eftersom thg (—F )T wlljn% —g) i~ 2 sa ar (med b))
o J@-1(3) _ (_gﬁ i) o f@-f(3) _ 2 (—wi _ L)
ST TR ) s =R R ) dvs
F)-£(3) x

= saknar griansvirde d& x gar mot I, f dr alltsd ej deriverbar i Z.
-z 2 2

’svar: b)

—2v2
IC

c) nej ‘




Kommentarer till uppgift 1, 4b):
Jamforelsekriteriet lyder:

Om 0< f(x)<g(x) for a<x<b sa giller

b b

a) jg(x)dx konvergent = I f(x)dx konvergent
7, b

b) j f(x)dx divergent = Jg(x)dx divergent.

Typiska fel:
b b
Manga skrev olikheter typ j f(x)dx < Ig(x)dx , manga skrev nagot i stil med

"g(x) dr konvergent", minga missade att satsen bara giller for icke negativa funktioner.

Négra forsokte integrera (omojligt), men for [0,1] kunde man faktiskt substituera:
1

1
J. % dx :[x =1? ] =2 J. S‘;’—z’z dt som dr konvergent (inte generaliserad da man sétter

0 0

f(0)=1 for f(z)= S‘;‘—z’z for ¢ #0), eller integrera 2 ggr. partiellt:
1 1

S gl =[— 280x + 4~/x cos x]i) +4 I\/; sin xdx (grinsvirdena existerar...).
0 0

I stéller for "0 < f(x)< g(x)" argumenterade flera med " /' ~ g " (vad det nu innebir),

men en sats som sidger ndgot om konvergens av integraler med sddana f, g har vi inte
visat!

Uppg 4b) kan man 16sa genom att berdkna en primitiv funktion

(£ x—xarctan(x”) + %(ln A lii;—gj: + arctan(\/zx — 1)+ arctan(\/zx + l)j ...ha!).

Figurer pa baksidan



kurvan i uppg. 2 (2 l.e.);
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till uppgift 4: “* ]

an

Till uppgift S (som var labbuppgift!!):

Funktionen £ ir inte deriverbar i punkterna (27217 |

Titta ndrmare pa punkten (727,

da ser du det tydligt:
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T
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funktionen med omradet 4
iuppg. 3:

y:x((ln)c)2 —21nx+2)
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