Matematik CTH&GU

Tentamen i inledande matematisk analys F1 (TMA970), 2006-08-21, kl. 8.30-12.30i V
Hjilpmedel: Inga, ¢j heller riknedosa,
Telefon: Jonas Hartwig, tel. 0762 — 721860
OBS: Ange linje och inskrivningsar samt namn och personnummer pé skrivningsomslaget.
Ange namn och personnummer pa varje inlimnat blad du vill ha rittat.

1. Avgor om foljande integraler konvergerar eller divergerar. Motiver vél!

3 3 3
1 |
a) dx b) dx ¢) |Injx—2|dx. (8p)
[= N J
2. Visaatt arctanZ*+arctan—3t = arctan%é‘i—zé) foralla xeR. (6p)

3. Funktionen f: R —> R gesav
D,=}=,2[, f(0)=0 och f(x)="0SY f5r 0%xeD,.

a) Visaatt f ar C' (dvs. f dr deriverbar och f' ir kontinuerlig). (8p)
b) Visa att f #r injektiv och berikna Df ~'(0). (8p)

4. Lat f(x)=—coshx
/) e’ cosh2x
a) Rita funktionskurvan y = f(x) med angivande av asymptoter och extrempunkter. (7p)

b) Motivera varfor integralen I f(x)dx &rkonvergent (2p) och beridkna den (6p). (8p)
0

5. Lat ae R, DcR och f: R—>R.

a) Vad menas med "a drinre punkti D" och vad dr "supremum av D"? (3p)

b) Visa att om f &r deriverbari a si &r f dven kontinuerligi a. (4p)

6. Formulera och bevisa differentialkalkylens medelvardessats (Lagrange's sats). (8p)
Betygsgrinser:

24p — 35p ger betyget 3, 36p —47p ger betyget4, 48p eller mer ger betyget 5 BB



Tentamen inledande matematisk analys
for F1 (tma970), 06-08-21

uppg. 1
Alla integraler #r generaliserade i « = 2; vi betraktar med n € N
2-% 3
I, = / f@2—2a)dz+ / flz—2)dz
1 2+%
21
a) Redan / sdr=[-In(2—2)]; " saknar gransvirde di n — ooc.
1
2-¢ 3
9
b) / ——dx + / Lodr = [-2v2—z]| "+ [2Vz -2 21
1 2_._%
har ett grinsvirde da n — oo.
2-3 3
c) / In(2—2z)dx+ / In (x — 2) dx = [part. int.] =
1 2+%

—[~@-2)m@-2) -2 " +[(z—2)In(z—2) —a]>

har ett grinsvirde da n — oo ty lim %ln% =0.

n—oo

+

lsvar: a) divergent, b) och c) konvergent]

uppg. 2

. ; 2x m2+6
Satt f (z) = arctan 2% + arctan GCS?H — arctan %

losning 1: Visa f/ = 0: det ger f = ¢ och f(0) =0 ger da péastaendet f = 0:
(ad)  a((o200)(40)-2(20)

G2 (245)°

> + 7 2 =
2z 2z(x2+46
1+(z7+1> 1+<T£;7+s)>

R Y: 2(1-27) 2(z*+92°+30) _

— 254422 + 23 4622+1 ~ w1002 425+422 (ei+1222436)

- 25z4+30$2+5+(17m2)(25+4a:2) _ 241922430 _

- (25+422) (z*4+6x2+1) 42644921 +15422425

-9 244922430 _9 z* 4922430

T “4z64492% 415402425 4644923+ 15422 +25

; [ &ar deriverbar pa R.

:0 VsV

l6sning 2: Visa tan (VL) =tan(HL), det ger f(z) =nm, f(0)=0
[eller lim f(z) = % +0— § = 0] ger da pastaendet.

tana+tan 3 _

Sétt o = arctan 27‘"” och B = arctan mg—il ,da dr tan (a+ 8) = T tanatanf —



F+3y 2z (2 +1+5 2z (2246
T o= 5x(2+5—4x2) - £2+5 ) = tan (HL) vsv.

5(z2+1)

Anm: f dr udda, det ricker alltsa att betrakta x > 0.

uppg. 3
f(m):@ for 0#xz € Dy=]-Z,%[ och f(0)=
a) f ar C'ialla punkter 0 #z € Dy ty f &r sammansatt av

C' funktioner (cosz > 01i Dy). For origo géller

[ -FO) _ n(eospy—0 _ M(V1isinTa) e 1 In(1-sin®z) (sinz)?
- - - —sin? x T )

lim f(w) 1) _ 1
x—>0 2’

T 2 —sin2 2 2

alltsd dr f deriverbar dven i 0 med f/ (0) =

ty }gr(l) ln(ltH) tlLH}]LM = 1. Vidare géller for 0 # x € Dy:

f/( ): —ztanz—In(cosz) __ _ _sinax In(cos ) —6 _1_ (_%)

—3 = f'(0),

2 P 2
x T CcosT x z—

det visar att f’ &dr kontinuerlig dven i 0.

b) Eftersom f #r udda, si riicker det att betrakta endast x € ]0, 5 [:
f'(z) = =% (ztanz + In (cosx)); vi visar nu att
g(z) =ztanz + In(cosz) > 0 for = € |0, Z [, det ger namligen f’ (z) < 0
for x € ]0, 5 [ och det ger i sin tur att f dr striingt avtagande, alltsé injektiv
(pa hela Dy): ¢/ (z) =z (1 + tan®z) + tanz — tanz = z (1 + tan®z) > 0,
alltsa &r g stringt viixande och saledes g (z) > g (0) =0 for z € |0, 5.

Df~'(0) = pyry da f(a) = 0, alltsa a = 0 och Df ' (0) = 575 = —2.

svar: b) Df~1(0) = —2]

uppg. 4
elqe™ % e?m
f(x) = em(e2;‘—+e—21) = 64’::::%'
262 (e 41) — (2% +1)4e*® z T edz _o 2@
a) f/ (LE) = ( (64)z+(1)2 ) = 2e 2 % ==
2z z
— - (e 2 — 1) = — 2 (1) - 2) =
= - (efzej_ml)Z (€2m + 1 + \/i) (62z + 1-— \/5), alltsé

(@) >0,dé62x<\/i—l(dvsdéx<%ln(\/§—1)
<0,dae*>+v2—1(dvsdaz>3In(vV2-1) ’

f antar alltsai zo = In\/v/2 — 1 ett stréingt maximum f (zo) = M‘f_’ﬁ =
— f+1

—2x —4x
e te — 0 och
— 00

; vidare giller f (z) = ‘5 Fn—

f(x)= ei:ﬂ — % =1,dvs y=1o0ch y=0 &r asymptoter
r——00

(i —oo resp. i 00).



o0

b) Eftersom f(z) = 241 < 2;12: for x > 0 och / 2_dx konvergerar,

e4:r,+1 e2x

0

s& konvergerar dven / f () dz. En primitiv funktion till f fas t. ex.
0

med substitutionen e** =t (2e**dz = dt): [ ii:ﬂdx = ttzj_ll Ldt =

[pbu]= 1 [ (% + 11;2) dt = % (Int +arctant — 1 In (1+ %) +¢),

en primitiv funktion till f &r alltsa F (z) = § (ln (%) + arctan (62“3))

r—00

ochdarmed/f(x)dm: lim F(z)—F(0)=3(0+2%+Inv2-2) =
0

+21n2 e 1
= — .
8 (\/l edz e—dx 11 2 1)

2

svar: a) maximipunkt (Wj_l), 1+\/§), asympt.: y =1, y =0, b) 7T—~_25;1I12

5

y = 20 (yppg.3)



