Matematik CTH&GU

Ovningsskrivning i inledande matematisk analys F1 (TMA970), 2007-09-22

kl. 8.30-10.30 i V

Hjalpmedel: Inga, ej heller raknedosa

Telefon: Bernhard Behrens, tel. 0768-681630

OBS: Ange linje och inskrivningsar samt namn och personnummer pa skrivningsomslaget.

1. Talféljden a, definieras genom a, =1 och a,=-1— for n>2.

T l+ag,

F
Fn+1

F,=0,F =loch F,,=F,  +F, for ne N u{0}.

Visaatt a, = foralla neIN dar F, &r Fibonaccitalen som ges av

2. Funktionen f:R——R med D; =R definieras genom
f(0)=0 och f(X>=%(W1+7+x2-JW_x2) for x=0.

a) Ar f kontinuerlig? Motivera val!
b) Berdkna gransvardena lim f(x) och lim f(x).

X—>—00

3. Betrakta funktionen f(x)=,/|x*—x7?| med D; =]0,[.

a) Ar f deriverbar? Motivera val!
b) Funktionen g definieras genom D, =[l,oc[ och g(x)= f(x) for xeD,.
Visa (utan att anvanda derivata) att g ar injektiv och bestam g—.

4. a)L& M =[0,2] och N =11 3[.Bestim M AN,M UN och M\N (Ip var).

b) Vilket samband finns det mellan kontinuitet och deriverbarhet?
Bevisa dina pastaenden, motivera val!

7p — 13p: 1 bonuspoéng, 14p —20p: 2 bonuspoédng, 21p — 27p: 3 bonuspoédng, 28p — 30p: 4 bonuspodng
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LOSNINGAR till 6vningsskrivning i inledande matematisk analys F1
(TMA970), 2007-09-22

Uppgift 1
Talfoljden a, definieras genom a, =1 och a,=;;— for n>2. Visaatt a, =
nelN dir F,=0,F, =1och F,,,=F,., +F, for ne N u{0} (Fibonaccitalen).

Fn
Fn+l

for alla

Vi gor ett induktionsbevis:

-1- _1_h _1 5
l. n=1: a=1=g=1 arok

.. . F . L9
II. Foruts.: a, :TL for 1< p<m, fornagot m, e N .

2 . Fm0+1
Past.: am0+1 - Fing2
: F o F .
Bevis: Ayl = L = 1|: = o® =M™ ey
o 1+ amo [foruts.] 1+ F& Fmo+1 4 Fmo Fmo+2
my+1
1. Induktionsaxiomet ger da att a, = FFﬂl foralla ne N. VsV

Anmarkning: Féljden {a,} _, &r ettberdmtexempel pa "kedjebrdk" (med bara ettor!):

: 1. 1 . 1 1
a=1a,=——;a,= ; Ay =———,; Q5= OosV..
1+1 1+- 1 141 1+ 1
1+1 1_+_4414, 1+ 1
1'+'1 1_+_4414,
1+1
Kolla gérna:
Fi
a, :ﬁ a, =%=i—§ Denna f6ljd konvergerar mot det gyllene snittet ¢ :
a; =L a,=2=1 !L@anzlm%=%=¢ (se [O] fib18)!
a4 = 1+1a3 a :%_E_:
a5 - 1+1a4 a5 :%:E_Z
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Uppgift 2
_ LWV o NI ) 1
f(0)=0 och f(x)_x( 1+ %" +x 1+x" —x° ) for x=0.
a) f ar kontinuerlig i varje punkt a=0 ty f & sammansatt av kontinuerliga funktioner,
D, =R ty v1+x* —x*>0. Vidare géller
lim £ (x)=lim Lox ol Wid ) 2X°
. HOx(\/\/1+x“+x2+\/\/1+x4—x2) . [\/\/1+x +x2 41 xt —x )

=limx- _o.Z:

=0 V1 xt +x +\/\/1+x — x> 2

kontinuerlig dven i 0 och darmed pa hela R.
b)D& X —+oo harvi (observera vx* = 1)

J,/ Fl4l- A +1-1 dax>0
\/‘/1+1+1+\/‘/1+1 1 dax<0

lim f(x)=-v~V0+1+1+v~/0+1-1=-—/2+0,ty /& en kontinuerlig funktion, och

X—>—00

p.s.s. lim f(x)=+v2-0.

0, alltsa Iirrg f(x)=f(0),dvs. f ar

alltsd ar

svar: a) ja b) —+/2 resp. ~2

Sa ser grafen G, ut: :

5.0 25 245 5.0

TR = N TR NN
(o]

Uppgift 4a)

M =[0,2] och N =]1,3[; daar (RITA!)
MANAN={x:xeMaxeN}={x:1<x<2}=1,2],
MUN={x:xeMvxeN}={x:0<x<3}=[0,3] och
MAN ={x:xeM AxgN}={x:0<x<1}=][0,1].
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Uppgift 3
a) Alla punkter i D, arinre punkteri D,, f arderiverbarialla punkter 1xaeD; tyf &r

sammansatt av funktioner som &r deriverbara i sddana punkter. Vi skall nu kollaom ®-'®

har ett gransvarde da x gar mot 1: vi borjar med hogergransvardet, dvs. vi betraktar x >1:

f(x)=vx*—x? =" Xj(_l = X’ +1X))((+1)(X_1) , alltsa galler

f(X)—f(l):\/X2 +1«/X+1VX—l:\/X2 +1lvx+1 1 oo ty Jx-1 0+
x-1 X(X—l) X /x —1 x—l+ 7 P
) N . 1 . VX2 +14x+1 .

(+/ &r kontinuerlig), alltsa g o och < = 2.

Det visar att ~*-T% saknar grénsvarde dd x —1, dvs. f &r ej deriverbar i 1.

b) g(x)=+vx*—x"* A&r strangt vaxande och darmed injektiv pd [1, oof, ty x> &r str. vaxande,
X2 str. avtagande, alltsd —x? str. vixande och dd & summan x? —x* och dérmed
Vx%—x7% str. vaxande. For att berakna inversen till g maste vi forst bestimma Dg,1 =V,:

For x>1 & g(x)>g(1)=0 (ty g ar véxande), vidare ser viatt g(x)=+x*-x? ———w»
(x> ———0), s.o.m.v. gerdaatt g antar alla varden >0 (g &r kontinuerlig), dvs.

X—00

V, =0, o[ ; nu I6ser vi ekvationen y=g(x) for yeD ., dvs. y>0:

4 2 4
y= /xz—x‘2<:>y2:xz—x‘2<:>x4—x2y2:1<:>(x2 _%yz):y4+4<:>X2:y+«/2y +4

y>0

(XU garejty x?>120) gx=9_l()’)=\/%(\/y4+4+yz)_

svar: a) nej (ej deriverbari1) b) g7(y)=y1[/y* +4+y?)
Sa ser graferna ut: a0

204
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